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VERSIONE ITALIANA 


DELLA GEOMETRIA DESCRITTIVA: 
DEL FIEDLER (I) 


FATTA DAI SIGNORI 


SAYNO E PADOVA (2) 


Dopochè cogli ordinamenti del 1874 furono variati i 
“metodi d’insegnare la Geometria descrittiva negli Istituti 
tecnici italiani, mancava da noi un testo in cui fossero 
esposti gli elementi di detta scienza coll’ordine e coi 
principi prescritti. È perciò un lodevole servizio reso a 
quelle scuole dai signori Sayno e Papova la traduzione, 
che essi fecero, dell’eccellente trattato del Prof. FrEDLER, 
il quale, insieme ad alcune teorie più elevate, racchiude 
tutte le materie contenute nel programma governativo di 
quell’insegnamento. 


(1) Die darstellende Geometrie ein Grundriss — von Dr. Wilhelm 
: Fiedler — Leipzig — 1871. 

(2) Trattato di Geometria descrittiva del Dr. Guglielmo Fiedler — 
tradotto dall’ Ingegn. Antonio Sayno — e dal Dott. Ernesto Padova 
— versione migliorata coi consigli e le osservazioni dell'Autore, e 
liberamente eseguita per meglio adattarla all'insegnamento negli 
Istituti tecnici del Regno d’Italia. — Firenze — 1874. i 
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L’accennata versione di questo libro essendo, se son 
l'unica, la guida più adatta che si possa seguire nello Wie 
svolgere il detto programma, eredetti conveniente il no-- Mar $i 
tare alcune poche inesattezze che mi è parso avervi 
rinvenuto. 


A pag. 310, linea 8-6 dal fondo, si trova la proposi 
zione seguente: « Un paraboloide iperbolico è completa- 


da un tetraedro qualunque, i cui spigoli debbono trovarsi 
sulla superficie (1) ». La figura, detta ordinariamente te.‘ 
traedro, è formata (come indica la parola) da quattro piani: 
essa è dotata di sei spigoli, ed un paraboloide iperbolico 
è pienamente determinato se debba contenere quattro 
di questi spigoli, tre qualunque dei quali non giacciano 
in uno Stesso piano: tale paraboloide poi non contièene 
gli altri due spigoli del tetraedro, ma seca ciascuno di essi 
in due punti che sono vertici del tetraedro stesso. 

Nell’enunciato della proposizione surriferita sarebbe 
perciò stato meglio non far parola del tetraedro, od al- 
meno aggiungere qualche spiegazione al riguardo, come 
fece l'autore. 


Nelle ultime quattro linee della pagina 344 si legge la 
proposizione seguente, la quale manca nel libro del Fre- 
‘pLER: « Tagliando con un piano qualunque una super- 
ficie del secondo ordine, i punti nei quali un sistema di 


(1) Nel testo originale : « Durch ein windschiefes Viereck, also 
auch durch ein beliebiges Tetraeder, nimlich eine Kette von vier 
Kanten desselben, ist ein hyperbolisches Paraboloid vollkommen 
bestimmt ». 
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3 
diametri coniugati incontra il-piano, formano una terna 
di poli armonici rispetto alla conica seziòne ». Questa pro- 
posizione è generalmente erronea. A provarlo basta con- 
siderare la sezione fatta in una sfera da un piano, il 
quale sechi tre diametri ortogonali qualunque di questa 
in punti interni alla sfera stessa: questi punti non pos- 
sono formare una terna di poli armonici rispetto al cir- 
colo sezione del loro piano colla sfera, perchè giacciono 
tutti tre nell’interno del circolo medesimo. Tuttavia la 


| proposizione di cui si parla sarebbe vera nel caso in cui 


il piano secante la superficie del secondo ordine fosse il 
piano all'infinito: sono perciò vere le ‘conseguenze che i 
signori Savno e Papova deducono , sul principio della 
pagina 345, dalla citata proposizione, poichè queste con- 
seguenze sono relative al caso particolare suddetto in cui 
il piano secante è tutto all'infinito. 

La proposizione che si trova nelle linee 25-29 della 
pag. 370: « Una superficie di secondo grado, ed un cono 
di secondo grado, il cui vertice giace nella prima superficie 
e di cui una generatrice è tangente alla prima superficie, 
si tagliano fra loro secondo una curva gobba di ‘quarto 
ordine, la quale ha un punto di regresso nel vertice del 
cono »; non è generalmente vera, a meno che il piano 
tangente alla prima superficie nel punto di essa che è 
vertice del cono, non sia tangente altresì a questo cono, 
come è dettò nel testo originale (1). Infatti un cono di 


(1) Eine Flache zweiten Grades und ein Kegel zweiten Grades, 
dessen Spitze in jener liegt und der von der entsprechenden Tan- 
gentialebene der Flaàche zugleich berihrt wird, schneiden einander 
in einer Raumeurve vierter Ordnung, die einen Rickkehrpunkt 
in .jenem Punkte hat. ‘ 
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secondo grado , il vertice del quale sia collocato ife di 
punto qualnnque P di un’altra superficie di secondo grado, s 
e del quale una generatrice tocchi in P questa superficie, 
seca generalmente il piano tangente in P a questa super- 
ficie stessa ancora secondo un’altra sua generatrice essa 
pure tangente in P alla superficie di secondo grado. Lin: 
tersezione perciò di detta superficie col cono toccherà in 
P ciascuna delle dette generatrici del cono, ed avrà quindi | 
in P un punto doppio anzichè un punto di regresso: è SR 
solo quando le due generatrici del cono suaccennate*si di. 
confondano insieme, ossia quando le due superficie si 
tocchino in P, sarà questo punto P un punto di regresso 
dell’intersezione delle dette due superficie. Ul 


EE 


Nella stessa pag. 370, alle linee 33-35 si legge: « La 
curva gobba del quarto ordine con un punto di regresso 
determina con ogni punto dello spazio una superficie 
rigata di secondo grado ». Questa proposizione, la quale :45 
è enunciata nello stesso modo nell’originale tedesco (f), si 
è anche generalmente inesatta; poichè è bensì vero che EI 
per una linea gobba di quart'ordine e per un punto dato 
arbitrariamente nello spazio passa in generale una, e non 
più di una; superficie di secondo grado, ma questa su-. 
perficie non è sempre rigata; neanco quando si supponga 
che la linea data del quart’ordine, per cui deve passare 
la superficie, abbia un punto di regresso. Infatti l’interse- 
zione d'una superficie qualunque S di secondo grado con | 
un cono pure di secondo grado, il quale abbia il ver- 
tice in un punto P di S, e sia toccato dal piano tangente 


(1) Die Raumceurve vierter Ordnung mit Rickkelrpunkt bestimmt n i 
mit jedem Punkte des Raumes gine Regelfliche zweiten Grades. 10 
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in P ad S, è una curva gobba di quart’ordine avente in. 


Pun punto di regresso; fra le superficie di secondo grado 
che passano per questa curva vi ha perciò la S, la quale, 
per ipotesi, è qualunque, cioè può essere non rigata, 


Un'altra inavvertenza analoga è occorsa nell’enunciato 
della proposizione che si legge alle linee 8-10 della stessa 
pagina 870: « La superficie di secondo ordine che è deter- 
minata da un punto qualunque dello spazio e da questa 
curva è una superficie rigata (1) ». Per tale linea passa un 
fascio di superficie di secondo grado , ciascuna delle quali 
è pienamente determinata, quando sia ancor dato un 
punto dello spazio per cui essa superficie debba passare: 
ma tutte le superficie di questo fascio non sono rigate. 
La proposizione suenunciata sarebbe generalmente vera 


(1) In modo conforme nel trattato originale: « Die Fliche zweiter 
Ordnung, welche je ein Punkt des Raumes mit dieser Curve be- 
stimmt, ist eine Regelflache ». 

La curva, a cui nell’enunciato di questa proposizione si fa rife- 
rimento, sia nel trattato originale, che nella sua traduzione, è l’in- 
tersezione di due superficie toccantisi in un loro punto comune P., 
la qual linea si dimostra avere in P un punto multiplo. Ma, quan- 
tunque non sia detto in quei libri, supposi che l’autore ed i tra- 
duttori abbiano inteso, nell’ enunciare la proposizione , di cui si 
parla, che la detta linea fosse di quarto ordine, ossia che le due 
superficie toccantisi, dalla cui intersezione essa risulta, fossero di 
secondo grado: poichè, se la detta linea fosse d'ordine superiore 
al quarto, per essa, in generale, non passerebbe alcuna, o passe- 
rebbe una al più, superficie di secondo grado. Infatti due super- 
ficie di secondo grado non possono tagliarsi secondo una linea di 
ordine superiore al quarto. Se dunque la linea gobba nominata 
nell’enunciato della proposizione di cui si tratta fosse d’ordine 
superiore al quarto, per essa e per un dato punto qualunque 
dello spazio non passerebbe, in generale, alcuna superficie di se- 
condo grado nè rigata nè non rigata. 
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quando il punto dato che deve giacere sulla sup 
anzichè qualunque nello spazio, dovesse essere un 
del piano delle due tangenti alla linea di quart’ 
nel punto multiplo di cui si suppone essa sia dotata. 
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SUL QUADRANGOLO 


DELLE 


INTERSEZIONI ORTOGONALI 


DI UNA CONICA A CENTRO COLLE NORMALI 


CONDOTTE A QUESTA CURVA DA UN PUNTO QUALUNQUE 


DEL SUO PIANO 


4. Dette a, è due costanti, una conica € dotata di 
centro, riferita ai suoi assi di figura come assì delle  - 
e delle y, è rappresentata dall’equazione 


axr+by=41 . 


Le ascisse dei punti, in cui la detta curva è tagliata or- 
togonalmente dalle normali ad essa condotte dal punto O 
del suo piano avente per coordinate 4 ed Y, sono le 
radici dell'equazione 


a(a—b)fa'+2abl(a—b)X +[ab'X*+a'bY?—(a—b)]e° 
—2Qb(a-b)Xx—bA°=0 ..... (4). 

L’ordinata y di uno qualunque di questi punti è legata 

coll’ascissa x del medesimo dalla relazione 
ax(Y-y-by(X-2)=0  ..... (2). 


Siano @', e", 2", x le radici dell'equazione (1); y, y", 
y",y i valori di y, ad esse rispettivamente corrispon- 
denti, tratti dalla (2), e dicasi X il quadrangolo dei 


BRUNO. 
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quattro punti suaccennati. Un lato qualunque /, di que- 
sto quadrangolo, quello, ad esempio, che ne congiunge 
i vertici aventi per coordinate 2’, y'; 4, y”, taglia l’asse 
delle @ in un punto P, e l’asse delle y in un punto Q,, 
tali che il primo di essi ha per ascissa 


1 DbY LI 


il secondo ha per ordinata 


î Rae I, 
I api > 


v 


Similmente il lato /, di X che è opposto ad /,, ossia la 
congiungente i punti, le cui coordinate sono «", y"; 
x“, y°, incontra gli assi delle x e delle y rispettivamente 


nei punti P,, Q,, il primo di ascissa 


x «de 

il 1 ) 
il secondo di ordinata 

_a-d VIP ,3V 

IDRA SI 

Sara perciò 
IERAIET inn PD, v'av_ — 5 I 
DA a 

ed analogamente fs (3) 


2. Queste due ultime equazioni avendo luogo qualunque 
sia la coppia di lati opposti /,, / del quadrangolo £, 





Ò 
che si è considerata, provano che l'involuzione dei sei 
punti determinati dalle tre coppie di lati opposti di K 
sopra qualunque dei due assi della conica ha per punto 
centrale il centro di questa curva: anzi provano dippiù 
che il segmento determinato sopra un asse traverso della 
detta conica da una qualunque delle tre coppie di lati 
opposti del quadrangolo X è veduto sotto angolo retto da 
ciascuno dei due punti, in cui l’altro asse della conica è 
tagliato dalla circonferenza descritta sopra l’accennato asse 
lraverso come diametro. 

3. Le stesse equazioni (3) dimostrano ancora che, detti 
p e gi punti dell'asse delle x e dell'asse delle y che sono 
reciproci rispettivamente di P, e di Q,, i punti P,e Q, 
sono i punti simmetrici di p e di 9 rispelto al centro 
della conica C. Quindi, dato il lato 7, del quadrangolo £, 
facilmente si costruisce il lato /, opposto ad /, dello 
stesso quadrangolo. E, date due normali alla conica C, 
facilmente perciò dal punto di loro concorso si conducono 
due altre normali alla stessa conica. 
Suppongasi che /, sia tangente alla C' nel punto M, 
il lato 7, sarà la congiungente i piedi delle perpendicolari 
abbassate sugli assi della curva dall’ estremità opposta 
ad M del diametro di detta curva che passa per questo 
punto M, epperciò /, seca sicuramente la € in due punti 
reali M', 2°": le normali alla € in due qualunque dei 
tre punti M, M', M" si tagliano nel centro del circolo 
osculatore in 1 alla conica; si ha così un mezzo assai 
semplice di costrurre questo circolo. 
A. Muovendosi comunque il punto O nel piano della 
curva, il quadrangolo A si deforma, ma le coppie dei 
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punti P, e P,, intersezioni dell'asse delle colle differenti 
posizioni prese dalla coppia di lati opposti /,,/. di quel 
quadrangolo, apparterranno sempre ad una stessa involu- 
zione, della quale il centro della conica è il punto cen- 
trale: e la stessa relazione ha luogo fra le differenti 
coppie di punti Q, e Q,. Le punteggiate perciò formale 
dai punti P, e Q, sono proiettive, la prima a quella dei 
punti P,, la seconda a quella dei punti Q,; ed in cia- 
scuna delle due coppie di punteggiate proiettive fra loro, 
di cui si parla, il centro della conica considerato come 
elemento di una delle punteggiate corrisponde al punto 
all'infinito dell’altra. 
5. Esaminiamo il caso in cui il movimento del punto 0, 
e la conseguente deformazione del quadrangolo X si fanno 
in modo che il lato /, di questo, colle differenti sue 
posizioni, segni sugli assi della € due punleggiate pro- 
iettive fra loro, ossia che la punteggiata dei punti P, 
sia proiettiva a quella dei punti Q,. Allora anche le serie 
dei punti P, e Q, saranno punteggiate proiettive fra loro. 
Epperciò se la /, si muova in modo di essere costante- 
mente tangente ad una conica £,, la quale tocchi gli 
assi della C, la 7, rimarrà, in generale, costantemente 
tangente ad un’altra conica , toccante essa pure gli 
assi della C. 
Ritenuti i significati dati ad @,, #,, Y1)Y2, 4, è nel 
n° 4, i coefficienti angolari di /, ed /, sono rispettiva- 


2 e t,=—: si avrà dunque l'equazione 


1 ai | 


mente {,= — 


AI 
l, ii — b e 0 n 0» (4), 





E 


dalla quale risulta che se 2, (" sono due posizioni di 
LL parallele ad un sistema di diametri coniugati della €, 
le posizioni /,', {,° di Z, ad esse corrispondenti sono pa- 
rallele ad un altro sistema di diametri coniugati della 
stessa C. Ed ancora che, se À, e ), sono due posizioni 
fra loro corrispondenti di 7, ed /,, alla posizione di /,, 
che è parallela a %,, corrisponde una posizione di /, pa- 
rallela a À,: da quest osservazione si trae il modo, quando 
sia data la £,, di segnare quanti angoli si vogliano, a- 
venti tutti un’ ampiezza da @ e circoscritti alla £,: poi- 
chè tracciate due posizioni Z/, {,” di Z, le quali facciano 
fra loro angolo @, e trovate le posizioni 2’, 1" di 4 a 
quelle corrispondenti, se si conducono due tangenti £,', 
L" alla E, rispettivamente parallele ad /,', 1”, a queste 
posizioni di Z corrispondono due posizioni L,', Ly" di 
I, rispettivamente parallele ad /', 4", epperciò facenti 
fra di loro angolo «. Si potrà perciò, data la £,, tro- 
vare facilmente il centro della E,, poichè esso coincide 
col centro della circonferenza luogo dei vertici degli an- 
soli retti circoscritti ad essa £, . 

6. Dalla relazione (4) si ricava ancora che a due po- 
sizioni di /, parallele fra loro corrispondono due posizioni 
di {, pure parallele fra loro, e che, se £, può assumere 
qualunque valore da —c0 a +00, anche /, passa per 
lutti gli stati di grandezza: quindi, se £, è un’elisse od 
un’iperbole, anche £, è un’elisse od un'iperbole rispetti- 
vamente. 

Quando poi la E, fosse una parabola, una delle po- 
sizioni di /, è la retta all'infinito, epperciò una delle po- 
sizioni della /, passa pel centro della €, cosicchè una 
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coppia di punti corrispondenti delle punteggiate proiettive 
formate dai punti P, e 0Q, coincidono fra loro. Queste 
punleggiate perciò sono sezioni di uno stesso fascio di 
raggi, il cui centro è l'intersezione di due posizioni qua- 
lunque della /,. E siccome l’asse delle #@ e l’asse delle y 
toccanti la £,, il primo di essi nel punto di ascissa 
cognita #,, il secondo nel punto di ordinata cognita y,, 
sono due posizioni di 7, alle quali rispettivamente corri- 


spondono per /, una parallela all’asse delle y, i cui punti 





1 
hanno per ascissa comune ET: ed una parallela 


I 


all'asse delle x, ogni punto della quale ha per ordinata 
YZ de, il centro G del fascio di raggi suddetto è — 


il punto avente , ed y, per coordinate, ed a questo 
punto si riduce la conica £,. 

7. E viceversa se il lato Z, del quadrangolo X rotasse 
attorno un punto fisso qualunque G (non giacente sopra 
uno degli assi della €) le punteggiate formate dai punti 
P, e O, sarebbero proiettive fra loro, ed il punto di 
loro intersezione considerato nell’una di esse avrebbe se 
stesso per suo corrispondente nell'altra: epperciò nelle 
punteggiate pure proiettive formate dai punti P, e 0Q, al 
punto all'infinito dell'una corrisponderebbe il punto all’in- 
finito dell'altra, ossia queste punteggiate sarebbero simili, 
e la 7, deseriverebbe per tangenti una parabola toccante 
gli assi della C. 

Se il polo fisso G attorno cui rota /, fosse all'in- 
finito, ossia se /, si muovesse parallelamente a se stesso, 
le serie dei punti P, e 0, sarebbero due punteggiate 
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simili, epperciò sarebbero pure punteggiate simili e prospet- 
tive fra loro -le serie dei punti P, e Q,, ossia anche /, 
si muoverebbe parallelamente a se stesso, il che, come 
già si è detto, risulta anche dall’equazione (4). 

8. Sia ancora il caso parlicolare in cui il punto fisso 
attorno cui rota il lato /, di X è un punto P, di un 
asse di figura della €, quello p. es. che giace sull'asse 
delle @; il lato /, roterà allora attorno un altro punto P, 
dello stesso asse della conica C, e fra le ascisse @, ed 2, 
dei punti P, e P, sussisterà la relazione 


1 
VSS È 


e poichè le posizioni corrispondenti di /, ed /, secano 
l’altro asse di C in punti di coordinate y, ed y, soddi- 


sfacenti all’'equazione 
1 
Un ina nr ) 


,, cosicchè 
il punto diagonale di X, che è intersezione della coppia 
di suoi lati opposti /,, ‘,, descrivera una conica D, la 
quale passa pei punti P, e P,, ed è toccata in ciascuno 
di questi punti da una parallela all'asse delle y. La co- 
nica D ha perciò un centro, ed ì punti P,, P, sono le 
due estremità di un suo asse trasverso. Essa conica è una 
iperbole od un’ elisse secondochè la € è un elisse od 
un’iperbole, poichè dalla relazione (4) si scorge che / 
prenderà, o no, due posizioni parallele alle posizioni cor- 
rispondenti di /,, secondochè a e 6 saranno dello stesso 
o di contrario segno. Nel caso particolare in cui C fosse 


il fascio degli /, è proiettivo a quello degli / 
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un’iperbole equilatera , la conica 2 è un circolo: impe- 
rocchè allora l'equazione (4) riducesi alla seguente 


tti, =-1, 


I 


la quale dimostra che /, è in ogni sua posizione normale 
alla posizione corrispondente di /,, ossia che l’intersezione 
di due posizioni corrispondenti qualunque di /, ed 7, giace 
sulla circonferenza descritta sopra P, P, come diametro, 
la quale circonferenza perciò sarà la conica D. 

9. Nel caso considerato nel n° precedente anche il 
punto O comune alle normali alla conica C nei quattro 
punti di essa, che sono vertici del quadrangolo X, de- 
scrive una conica F: ritenute le denominazioni prece- 
denti, facilmente si trova che questa conica è rappre- 
sentata dall’equazione: 


a b(ax+4)e,Y°+ab(ax—A)x, X° 
+b(a—b)(ax"—1)}X-(a—b)(ax?—1)*x,=0...(5). 


Tale conica è della stessa natura della C, ed ha un suo 
asse disposto secondo l’asse delle x, ossia secondo la con- 
giungente i poli P,, P, attorno cui rotano i lati /,, 7, di K. 

Quando la € sia un’elisse, ed i punti P,, P, giac- 
ciano sull'asse dei fuochi di questa curva, e sia l’ascissa 
dg ER tspolo all'una od all'altra delle. quantità 


A VV are —|/ LV Vi+ya la conica f si 
a V6+y V6—Va 

riduce ad un perte di raggio uguale alla distanza dal 
centro al fuoco della €’, il cui centro ha per ascissa 





42/554 
ai Vb—a. Avviene lo stesso se l’ascissa di P, abbia 


Ii 
un valore uguale e di segno contrario all’uno od all’altro dei 
due succitati, con questa sola differenza che il centro del 


circolo luogo dei punti O ha allora per ascissa ‘ yb—a S 


Nel caso in cui la conica C sia un’iperbole il cui 
asse non trasverso giaccia secondo l’asse delle #, e sia 


4 

A+ ad l'equazione (5) del luogo dei punti O si 
—a 

può ridurre alla seguente 


Ata 


b—a 

bV—a 

epperciò se una retta gira altorno una delle estremità 
dell'asse non trasverso di un'iperbole, il luogo dei punti 
di intersezione delle normali a questa curva nelle coppie 
di punti, in cui essa è tagliata da ciascuna delle suc- 
cessive posizioni della retta mobile, è una retta parallela 
all'asse trasverso dell’iperbole, la quale è posta rispetto a 
quest asse dalla stessa parte da cui si trova il polo di 
rotazione della retia mobile, e dista da quest’asse di una 
terza proporzionale dopo il semiasse non trasverso e la 
distanza dal centro al fuoco dell’iperbole. E viceversa, il 
quadrangolo delle intersezioni ortogonali di un’iperbole colle 
quattro normali ad essa condotte da un punto qualunque, 
il quale disti dall'asse trasverso della curva di una quantità 
uguale alla terza proporzionale suddelta, ha per un suo 
punto diagonale l’estremità dell'asse non trasverso dell’iper- 
bole, che è posta, rispetto all'asse trasverso, della stessa 
parte che il punto da cui partono le dette quattro normali. 
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Una quadrica g riferita a tre assi di coordinate ortogonali «,Y,4 
sia rappresentata dall’equazione 


Ax 0 +A,yY+A,2°+2B,y3+2B,xz+2B,xy 
+2C0,4+2C,y+20,2+D=0 i. 


Se p', p", p"", p+ sono le distanze di un punto M della g dalle 
facce di un dato tetraedro -«T_ conjugato di questa superficie, e 
P', P”, P'", Pv sono quattro costanti di valor conveniente, si ha, 
qualunque sia la posizione del punto M sulla quadrica, la relazione 


pp? + pr p A p'” p"” + Pv pr mati | RG ARTon (2). 


D'altronde dette x, y, 4 le coordinate di M; 


r il raggio di una delle sfere tangenti alle quattro faccie di T; 
U,v,w le coordinate del centro di questa sfera; 


LA 


I Mea n "i (LAI rr Pri UNI IV 1y ly 
CO AR A A A MI A 


glì angoli che i raggi della detta sfera condotti ai punti di suo 


contatto colle facce di T fanno cogli assi coordinati, e posto per 
brevità 














4 
Ì 
ucosa', +vcosa', +wcosa', —r=H' | 
| 
ucosa"”,+vcosa"!. + cosa", —r=H" 03) i 
ucosa” + v cosa", weosa",—r=H"" | 
ucosa," + veosa, +weosav—-r=H" | 
è 


p' =xcosa', +ycosa', +3cosa'., —H' 
p" =xcosa",+ycosae", +4 cosa", —H" I 
pi==% 084 y c09a!; + rente HMI |: 
p“ = c08a" ,+y cosa, +43 cosa, — H". 

Il risultato della sostituzione di questi valori di p', p", p'", p" 


nella (2) deve essere un’ equazione identica alla (1), ossia devono il 
verificarsi le dieci equazioni di condizione 


P'cos'a' + P" costa"! +P"" costa". 4 Peos'att AF 
P'costa'.+P"cos’a",+P'""cos'a"””, + Pveosta ALI 
P'eos*e. + P" costa": LP" cos a!" E Pecgside 
P'cosa , cosa +P"cosa" cosa! 4 P" cosa!” COSE 

Da Pu cosa”, Cos av. B, Ì sere (4) 
P'cose.cosu + P'eosa'. cosa” 4-b"'cos a" cosa, 

+ P" cosa. cosa =B, 
P'cosa’.cosa' ,+P'"cosa” cosa", +P''cos a, "EOS Ge 


+ P" cosa cosa”, —B. | 


P'H'cosa + P'H" cosa". + PH" cos a", | 
--PYH" cosa = —-C, o 
P'H' cost PP cose” Ps H eos 
+ P*“ HWwcosam.=—0; Î 
PH’ ces a'744 PUB cose PIPE ' 


i i Gg De 
= pi H» COS ga — ca 


ca a E 





(Sid 


P'H"Lp"H"?| pEr L pu HN°—=D . dite he (6) 


Posto nelle (5) e nella (6) per H', H", H"', H'* le loro espres- 


‘ . 7 è . ® . 
sioni (3), e tenuto conto delle (4), quelle equazioni st riducono 
alle: 


A,u+B.v+ B,w | 
—r(P'cos a' + P' cos al’ + P'"' cos o o + Pi rcos CA — —C, 
B.u--A,0+B,w 109 
ubi cos a', 4 P" cosa”, P'"eosa'", + Pveosa»,) = 0, 
B,u+B.,UtA,w 
Sgt (P' COS gl - P' cos a! LU piega PIE P! cos a.) — 0, 
ALU +A,0°+A,W40'+2B,vw |2B,uw+2B.ur 
ance + P"eosa” + PSR ARCOS 
—2rv(P'eosa' 4 P"cosa”,+P'!cosa”.+Pcosa!.) 
—2rw(P'eosa. + P' cosa. + P" cosa". + Pireosa.) 
+ PP'4 (TZ) "i P'taL PW) D_=0, 


e quest’ultima, in virtù delle tre prime equazioni (4) e delle (5') 
può scriversi così: 7 


Bee DA. w° +28, 000 + 2B7 WB SERA Se 
nieel 0 DD 7*(A, + A, PAESE (6). 





L'equazione (6') ora ottenuta racchiude il teorema che ci era- 
vamo proposto di dimostrare: esso può enunciarsi come segue: 
« I centri di tutte le sfere che hanno il loro raggio di una stessa 
> grandezza data qualunque r, e delle quali ognuna è iscritta od 
> exiscritta in uno dei tetraedi conjugati di una quadrica dala 4, 
giacciono sopra una stessa quadrica () omotelica e concen- 
trica a qg>. 

Dall’equazione (6') risultano ancora i corollari seguenti: 

1° Se si abbia una serie di quadriche 4, Q,, Qa; Gin. 

0i-,, Q;,... omotetiche e concentriche fra loro, delle quali una 


w 
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qualunque Q; sia il luogo dei centri delle sfere di raggio dato 
ri iscritte od exiscritte in tetraedri conjugati della quadrica im- 
mediatamente precedente Q;_.,, essa Q; sarà pure il luogo dei centri 
delle sfere iscritte od exiscritte in tetraedri conjugati di un’altra 
qualunque ‘Q;_, delle quadriche precedenti, il raggio comune R 
delle quali sia determinato dall’equazione 


Rep pr + RR 


2° Se un tetraedro ha due o più faccie di area equivalente 
ed è conjugato di una quadrica 9, i centri delle differenti sfere 
exiscritte ad esso che toccano esternamente una di dette faccie 
sono punti di una stessa quadrica omotetica e concentrica a g. 

Vi hanno tetraedri, oltre i regolari, le cui quattro faccie sono 
equivalenti, e pei quali perciò i centri delle quattro sfere exiscritte 
godono della proprietà accennata. 

Per costrurre uno di tali tetraedri del quale sia data una faccia 
ABC, si cerchi il centro O del circolo circoscritto a tal faccia, ed 
il punto I d’incontro delle sue tre altezze. Sulla congiungente questi 
due punti si prenda il punto H tale che sia HO—=01, e sulla 
normale in H al piano di essa faccia si prenda il punto D in modo 
che il triangolo, che ha per base un lato qualunque AB della me- 
desima ed il vertice opposto in D, sia equivalente al triangolo ABG; 
il tetraedro ABCD soddisferà alla condizione voluta. 

3° Quando la superficie Q è un iperboloide, del quale i qua- 
drati algebrici 42,5*,c° dei semiassi soddisfano alla condizione 


l ] l 
CR an 


ossia quando si ha A,+A,-+A.=0, la superficie Q coincide 
colla g. Dunque sopra una superficie di tal natura giacciono 1 
centri della sfera iscritta, e di ciascuna delle quattro sfere exiscritte 
in un tetraedro qualunque conjugato di essa superficie. 
Suppongasi che questo tetraedro sia regolare e faccia un mezzo 
giro attorno ad una retta parallela ad un suo spigolo e passante 
pel suo centro; i quattro vertici del medesimo vengono così a 
prendere la posizione dei centri delle quattro sfere exiscritte al 
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tetraedro nella sua posizione primitiva, epperciò esso viene ad 
essere iscritto nella quadrica. Ne segue che un iperboloide, i cui 
assi soddisfanno alla condizione sopraindicata, ed è circoscritto 
ad un tetraedro regolare, passa pure pel centro di questo tetra- 
edro; e viceversa, se una quadrica a centro passa pel centro di 
un tetraedro regolare iscritto nella medesima, essa è un iperbo- 
loide, e fra i suoi assi si verifica la relazione soprariferita. 
Avvenendo che la superficie q sia un paraboloide, la Q è un 
paraboloide identico a g ed avente con esso comuni i piani prin- 
cipali: hanno pur luogo allora le proposizioni dei corollari 1° e 2°, 


e quando il paraboloide 9 sia iperbolico equilatero anche quelle 
del corollario 3°. 
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UNA PROPRIETÀ 


DI DUE 


QUADRICHE OMOFOCALI 


1. Sieno 2, =' due quadriche omofocali: 


gebriche dei quadrati dei loro semiassi: 


intersezione delle medesime: 





all'ora detta intersezione di ® con 3': 





a, b°, c8; a —i3, b—i?, c°—i? le espressioni al- 


P la retta che passa pel centro comune delle due 
quadriche e per un punto qualunque M della linea di 


® il piano condotto per P e per la tangente in M 


Il, Il'i piani diametrali di 2, e di 2' rispettiva- 

mente, che sono coniugati del diametro comune P di 

queste quadriche; tali piani, quando P sia diametro 

reale di ® e di >', sono paralleli ai due piani tangenti 

in M, l’uno all’una, l’altro all’altra di queste quadriche, 
epperò essi piani II e Il' sono ortogonali fra loro: 

| D la retta intersezione di II con Il'; questa retta è 

parallela alla tangente in M all’intersezione di X con 2'; 


essa retta giace dunque nel piano ®; 


D,, D,' le intersezioni, rispettivamente, di II col 
piano diametrale di X che è coniugato di D, e di II' col 
piano diametrale di 2’ coniugato della stessa D; la retta 


1 Bruno. 


A i £;_ | «i... gag i &èÈM%È)*)*)*ÈhÈo i he ai 


J 
£ É 


D,, giacendo, ad un tempo, nei due piani diametrali di ® 
coniugati, l'uno del diametro P, l’altro del diametro D 
di detta quadrica, è il diametro di questa coniugato del 
piano, in cui giacciono P e D, ossia del piano diame- 
trale © della medesima; in modo analogo si dimostra 
che D,' è il diametro di ®' coniugato dello stesso piano @®; 
ne segue che D e D, sono una coppia di diametri con- 
lugati della conica G, sezione di II con =, e similmente 
D e D,' formano una coppia di diametri coniugati della 
conica G’, sezione di Il’ con >". 

Ciò posto, riferita la figura ora descritta agli assi | 
| 
| 
| 





principali di ® e 2’, come assi, ordinatamente, delle x, 
delle y e delle z, e detti A, «, v gli angoli, che la retta 
P fa con questi assi, si avrà dapprima Ja relazione 


così A cos? cos y ia 
cai VI Ue ia i LARA 
la quale dimostra che, in ogni caso, anche quando P è 
diametro non reale di = e 2', i piani II e IV sono or- 
togonali fra loro: si otterranno poi per rappresentare le Î 
rette D, D, e D,' rispettivamente, le seguenti equazioni: 


X COS À y COSW 3 COSY 


dae EPA e_N 











ela —0). y(b°— 1) ___ 3(0°—#®) 
COS À COS # COS y Î 
cai 2a? y db? isa A 
COS À zKi COS a COS 7" O 


Esse provano che la retta D è perpendicolare ad en- 
trambe le altre due rette D, e D,’, e che perciò D è un 
asse comune delle due coniche G e G, e che il secondo asse 
di G cade sulla retta D,, ed il secondo asse di G’ sulla D/'. 


6, 


2. Dicansi ora d? e d'? le espressioni algebriche dei qua- 
drati dei semiassi di G e G', che sono situati sulla retta D.: 
d,° e d'? i quadrati algebrici dei semiassi di G e G', 
che sono disposti sulle rette D, e D,' rispettivamente. 
Sarà facile il dedurre le infrascritte espressioni delle 


dette quantità. 


a'(a'—i?)?(6b°—c?)° 


cos? A 





d' = 





5 2__}:\2 2__n9\? 
a°(a?—i?)(b°—c?) ro 


cos? À 


a'(a —;) = è) 
cos? A 


U(p2__72\%(n2__q2\° 
b'(b°—i°)(c° —a?) m 


cos? w 


Cost 


4a a) a ee 
SAU 13) (6 a) _ 


cos? « 


così w 


così w 


ao 
cos? u 
+ nale 


b"(b°— 1?) 


cOS' & 
DE Dda 


b2(b*—2)? (c2— qa?) 
IN CEZZNA 


c' (c—i3)°(a*—b?)? 
COS? y 

c? (ci)? (a°—b2)° 

| COS? y 

e (ci?) (ab?) 


così y 


a'(a°—i?)(b e) __bBb°— (e a) 0°(0 i)(a2—Db’) 


cos? y 


cos° y 
(eni 


cos” y 


4 . 2 
c? (e2—i3) 
così y 

ct 
COS? y 
pens 





dalle quali, tenuto conto della (1), si ricava 


dEUS 


Le relazioni (2) testè ottenute .provano che delle due 
coniche G, G', quando esse sono reali, una è un'elisse, 
l’altra è un’iperbole; che l’asse loro comune D è l’assé 
focale di ciascuna di esse; che i fuochi di una qualunque 
delle medesime sono vertici dell’asse focale dell’altra; e 
che i quadrati dei loro semiassi non focali, i quali sono 
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fra loro uguali e di segno contrario, sono in valore as- 
soluto uguali alla differenza fra i quadrati di due semi- 
assi corrispondenti delle quadriche ® e 2', il qual valore 
perciò non cambia quando, pel muoversi del punto M 
sulla intersezione di dette quadriche, varii la P, e con 
questa relta variino i piani II e Il’, e le sezioni Ge Gr, 
che i piani ora detti fanno in ® e 2' rispettivamente: 
cosicchè, mentre M percorre la linea intersezione di 2 
con 2', le estremità degli assi non focali delle coniche 
variabili G e G' si muovono sopra una sfera concentrica 
ae, il quadrato del raggio della quale è uguale al 
valore assoluto di i2. 

Si potrebbe, coll'aiuto dell’equazione (1), ridurre a forma 
più semplice anche le espressioni di d? e d'*, ma si ar- 
riva, con maggior speditezza, a tale scopo, osservando 
che d, d, ed il semidiametro di che passa pel punto M 
formano una terna di semidiametri coniugati dalla qua- 
drica ora nominata, e che, perciò, indicando con n la 
lunghezza del segmento della normale a È nel punto M 
compreso fra questo punto ed il piano II, si avrà, per 
un noto teorema, 

ddn=abe; 
onde si deduce 


2 


_ D'o' cos da + a'c'cosu+ a b'cos?y (3) 
— î3(bac* così) + a? c° cos u + a h® cOs3 y) , «00.0; 


ed un'analoga espressione per d’°. 

3. Consideriamo ora due piani x e 7' paralleli rispet- 
tivamente, a Il e IT', e tali, inoltre, che la retta di loro 
intersezione passi per un punto qualunque H della retta 
P; tali, cioè, che siano polari, il primo rispetto a 2, il 
secondo rispetto a 2’, di uno stesso punto della retta P. 





n 
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La conica 9g, sezione di x con X, e la conica g', sezione 
di 7' con 3, quando esistono, sono concentriche in H, 
ed omotetiche a G e G' rispettivamente. Esse giacciono 
perciò in piani ortogonali fra loro, hanno i loro assi 
focali disposti sulla parallela a D condotta per H, ed i. 
fuochi di una qualunque di loro sono i vertici dell'asse 
focale dell’altra. 

Muovendosi i piani x e 7’, in modo che sempre sod- 
disfino alle condizioni sovra esposte, variano le 9 e g', 
ma la retta loro asse focale comune rimane costante- 
mente nel piano ®: quindi le coniche, secondo cui que- 
sto piano ® taglia le due quadriche ® e 2', sono l'una 
il luogo dei vertici dell'asse focale della g e dei fuochi 
della 9g’, l’altra il luogo delle estremità dell’asse focale 
della 9’ e dei fuochi della g. 

Dicasi pè il quadrato algebrico del semidiametro co- 
mune di e di 2", che è disposto secondo la retta P; 
h la distanza del centro comune delle due quadriche al 
punto H; d=, d'a le espressioni algebriche dei quadrati 
dei semiassi di 9 e g' che sono paralleli a D; 3,3, d,'° i 
quadrati algebrici dei secondi semiassi delle coniche ora 
dette: sarà agevole il trovare la relazione 


ASTE Min a 
eng a dla D° 
d'onde poi si ha 
12 2 IEEE GO hè J 
d2 — È 2 =—-Ì, fe (i lola taio (4) 


4. Sieno reali le coniche g e g' sezioni fatte dai piani 
7e7z' nelle quadriche ® e 2' rispettivamente, cioè sieno 
positive le quantità 3° e d"?; è sarà allora maggiore o 
minore di è’ secondochè g è un'elisse od è un'iperbole. 





Dette «, 6, y le coordinate di uno F dei fuochi della 
conica 9g, sarà sempre vera l’ineguaglianza 


a? ba c* 


a(E+ ia )<o0 n. (5). 


Nel provare questa proposizione tratteremo separata- 
mente i casi in cui ® è un’elissoide, un’iperboloide 
sghemba, od un’iperboloide a due foglie. 

Se la detta quadrica è un’elissoide, la conica g è una 
elisse, e quindi $,° è positivo: p® è positivo e maggiore 
di h*, epperciò dalle equazioni (4) si trae che i? è posi. 
tivo. Ma essendo d’< è, ed il punto di mezzo H della 
corda 28 di 2 coincidendo col punto di mezzo dell’asse 
2' di g', il punto F è interno a 3, ossia si ha 

2 > s na L —1<0; 
il primo membro dunque di quest’ineguaglianza è di 
segno contrario ad %*, come si voleva provare. 

Quando ® è un’iperboloide ad una od a due foglie, 
la retta P può, o no, secare la quadrica: cioè può essere 
p>> 0 oppure p?<0. 

Supponiamo dapprima che © sia un'iperboloide sghem- 
ba, e si abbia p?>Q0: allora 9g è un’iperbole, è, è ne- 


he 
gativo, È’ è maggiore di 3, e le quantità 7° ed ta 


sono di segno contrario fra loro. Ora quando sia h<p, 
cioè il punto H sia più vicino del punto M al centro 
della quadrica, il segmento che congiunge questo centro 
con un'estremità qualunque dell’ asse 23’ di g' taglia 
la Z: se invece sia h> p, cioè il punto H sia più 
lontano del punto M dal centro della quadrica, il 
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segmento congiungente un’ estremità qualunque del- 
l’asse 28" di g' con quel centro non incontra la 2 : le 
coordinate del punto F sono perciò tali che l’espres- 


:2 2 I 


os B 
sione Serg +01 prende, tanto nell’un caso, quanto 


nell'altro lo stesso segno che la quantità 1 — i epperò 


un segno contrario a quello della quantità i*, come vo- 
levamo far vedere. 

Suppongasi adesso che * sia ancora un’iperboloide 
sghemba, ma si abbia p><0: la g sarà un'elisse: è,* ed 
1-3 sono due quantità positive, epperciò è pure posi- 
tivo i*. Essendo è'< è, ed il segmento, che congiunge H 
con un punto qualunque dell’asse non trasverso di 2, 
non incontrando questa quadrica, avverrà la stessa cosa 
del segmento che congiunge un punto qualunque del 
detto asse non trasverso di X col punto F, epperò la 
espressione D+ To) +01 sarà negativa, ossia di se- 
gno contrario ad i°. 

Quando la = è un’iperboloide a due foglie e si ha 
p°> 0, affinchè la conica g sia reale, deve essere h> p, 


ossia 1 -; <0; la conica g allora è un'elisse, è, è po- 


iù 3 r ORRORE na 
sitivo, epperciò i= ha lo stesso segno di 1 — pi cioè è ne- 


gativo. Il punto H, centro comune di g e 9', è posto nella 
concavità della quadrica, ed in questa concavità si troverà 
pure posto il punto F, poichè nel caso che consideriamo 
è" è minore di 8. Il valor numerico della quantità 
di me _ 

<Srtaln — 1 è dunque positivo, ossia di segno con- 


trario a Cir di $3, 
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Finalmente se è un’iperboloide a due foglie, e p* è 


: . h° Da V 
negativo, la quantità ea è positiva, g è un iperbole, 
dò,» è negativo, epperciò è pur negativo il valore di i. 
E siccome , nel caso che consideriamo , H non è posto 
nella concavità di =, e 3’ è maggiore di È, il punto F è 
posto dentro di tal coucavità, e quindi il segno del valore 

03 z 2 
della quantità — — + ca + L — 1 sarà positivo, cioè sarà 
contrario al segno del sos En, 
L'ineguaglianza (5) è adunque sempre verificata. 
5. Il fuoco della conica g, le coordinate del quale noi 
abbiamo chiamato «, 8, y, è posto nel piano ®, ossia 
fra le dette coordinate sussiste la relazione 





a COS À 6 cos u y COS Y a 
ce I ie 
RS pia). |a 


Ora, affinchè con valori reali di cos A, cos # e cosy 
possano essere soddisfatte questa equazione e la (1), si 
richiede che sia adempiuta la condizione espressa dal- 
l'ineguaglianza } 


a? ba e (ar — î2) (b3-- i) (ee — è) x 
lo deal B°* va 
iP AE AI 0. 
|a? (a lan b? (b° —- 1°) DE” (ca — è) osa 
Ma il fattore del primo membro di essa, che sta fra la 
parentesi maggiore, per essere il punto di coordinate 
a, 8 e y posto sulla quadrica 2’, ossia perchè si ha 
02 b° 7A 


-— + —- + 
a—a b—_-a 0-1 








vale af 
c 


| 
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e quindi, a motivo dell’ineguaglianza (5), è sempre po- 
sitivo : avremo dunque, in ogni caso, in cui le coniche 
g e g' sieno reali, 
a? ha e? (ar — è) (b° — 2) (e — 2) <0 casi 
6. Risolviamo alcuni problemi relativi all'argomento 
trattato. 

I. Si domandi di trovare un piano 7, il quale sechi 
una quadrica data ® secondo una conica g avente un suo 
fuoco in un punto F, del quale sono date le coordinate 
a, 6, y rispetto agli assi di figura della ® presi come 
assi coordinati. 

Si trovino i valori di i che soddisfanno l'equazione 


ca 


di tata 2 ;2 
A ) 1 Cc — 1 


o? 





e sì consideri la quadrica 2’, omofocale a ®, i quadrati 
dei cui semiassi sono a? —i?, b* — i, e — i. Immaginato 
il cono di 2° ordine, che ha il vertice nel centro comune 
di = e 2' e per direttrice la linea di intersezione di 
queste quadriche, sieno /,, l, le generatrici rettilinee se- 
condo cui esso è toccato da piani passanti per F. Il 
piano domandato 7 sarà uno qualunque dei due piani 
che passano pel punto F e sono coniugati, l'uno dal 
diametro. p, , l’altro dal diametro p,, rispetto alla qua- 
drica 3. 

L'equazione (7) dà tre valori per i?, che sono sempre 
reali; ed è anzi facile il provare che, supposto, come è 
lecito e come faremo, che sia a*>b* >, e supponendo 
ancora che, disposte le dette tre radici per ordine di 
grandezza crescente, esse sieno è'*, i”, i", si ha 


pra ma > db 


ISO I 
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Si potrebbe dunque credere che sei sieno le posizioni 
del piano 7, cioè due per ognuno dei valori di ?2, che 
verificano la (7): ma osservando che se la conica g, che 
cerchiamo, è reale, la conica g', che ha i fuochi di g 
per due suoi vertici, i vertici dell’asse focale di g per 
suoi fuochi, ed è posta in un piano normale a quello 
di g, è pur sempre reale, e quindi devono essere veri- 
ficate le ineguaglianze (5) e (6), si può provare che, ge- 
neralmente, dei detti tre valori di é» uno solo è idoneo 
alla soluzione del problema che ci siamo proposto. 

Ed invero, denotando, per brevità, con K la quantità 
a Bo 


att a 


che quando 2 è un’elissoide 


—i, si ha dalla detta equazione (7), 





. +1} z efii b? 

cao 220, eg, zi 
è 

es 3 20 


e K>0 tion. Za: D Lat 


che quando ® è un’iperboloide sghemba 


0 ing = 
e Ke) d<c? s Hit” , da 
è 
Na : 3 c° po. 
e K>0 du tz : (Sa 


e che quando è un'iperboloide a due foglie 


+119 e IT, 0 
egki<30 dae, DAS Da 


2 
ja Pai PIUE, >| 


e K>0 Me i 





—_ 


ro, 
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Ora fra i tre valori di î°, compresi nei limiti sovrac- 
cennati relativi a ciascun caso, se ® sia un'elissoide 
e K>0, oppure se ® sia un’iperboloide a due foglie 
e K<0, non se ne ha alcuno il quale soddisfi a tutte 
due le ineguaglianze (5) e (6); il che significa che nes- 
sun piano può secare un’elissoide od un’iperboloide a 
due foglie secondo una conica, i cui fuochi non sieno 
posti nella concavità della quadrica: se la quadrica 2 è 
un’elissoide e K<0, oppure è un’iperboloide a due fo- 
glie e K>0, le ineguaglianze (5) e (6) sono solo soddis- 
fatte tutte due dalla radice i”? della (7), cioè da quella 
che ha valore medio: finalmente nel caso, in cui 2 sia 
un’iperboloide sghemba, le ineguaglianze predette sono 
solo adempiute dalla minima ?'?, oppure solo dalla mas- 
sima î””* fra le radici dell’equazione (7), secondochè sia 
K>0, oppure, rispettivamente, K<0. 

II. Vogliansi trovare i fuochi della conica g, sezione 
di un piano dato 7 con una quadrica data 2. 

Trovati gli angoli A, 4, », che gli assi di 2 fanno col dia- 
metro P di questa quadrica, che è coniugato del piano 7, 
si determinino i valori di î2 che risolvono l’equazione (1), 
e si consideri la quadrica ®' omofocale a 2, i quadrati 
dei cui semiassi sono az—iî?, b®—iî*, c*—î. I punti 
comuni a x' ed alla retta intersezione del piano dato 7 
col piano 7' passanle pel punto in cui si interseca 7 
con P e coniugato di P rispetto a 2’, sono i fuochi 
della g. 

L'equazione (1) è di 2° grado in ‘?, ed ha sempre le 
sue due radici reali: parrebbe perciò che il metodo, che 
abbiamo tenuto, conduca a due soluzioni del problema, 
mentre questo, evidentemente, non ne ha che una sola. 
Ma le ineguaglianze (5) e (6), alle quali deve soddisfare 
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il valore di i» per essere idoneo, dimostrano che in 
ogni caso una sola delle radici dell'equazione (1) serve 
alla soluzione del problema, e fanno vedere quale essa 
sia. Infatti, ritenuto ancora che sia aa >b*>e?, detta è» 
quella delle radici dell'equazione (1) che è algebricamente 
minore, é’= l’altra, e denotando con p* l'espressione 
algebrica del quadrato del semidiametro di 2 che è 
disposto secondo la retta P, risulta facilmente dalla (1) che 


vt: È È oS=--L% sa > dI A 
quando ® è un’elissoide si ha è? 2a 
quando ® è un’iperboloide sghemba 

sata stra > bDÎ 

ei >0 D'a< A 
si ha 

e pî<0 ZIA dA 


quando = è un’iperboloide a due foglie 


soa ci A 

e p>0 l'ac," AC 
st ha 

EREDI a t'asstea 


Ora se g è un’elisse, ossia è un'elissoide, od 
un’iperboloide sghemba con p*<0, od una iperbo- 
loide a due foglie con p*>0, uno solo dei due re- 
lativi valori di i sopra riferiti verifica l'ineguaglianza (6), 
cioè i’» per l’elissoide e per l’iperboloide ad una fo- 
glia, "a per l’altro iperboloide. Quando poi 9g è una 
iperbole, ossia quando * è un’iperboloide sghemba con 
pa> 0, od un’iperboloide a due foglie con p?<0, l'ine- 
guaglianza {6) è verificata da entrambi i corrispondenti 


“—mee=ss=== — ___TTTTTTYT_my_-_—__r—_' _——"r-_rToc_;EAU(C_cqpeoAlo_||[‘e gqg<ggTZTNG:: 
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valori di #2; ma la discussione fatta al n° 4 prova che, 
2 2 2 

nel primo dei detti casi la quantità Sii —_1 è 


negativa o positiva, secondochè il piano 7 è rispettiva- 
mente più o meno lontano dal centro di ® che un piano 
tangente a questa quadrica e parallelo a x: che quindi, 
dipendentemente dal verificarsi l’una o l’altra di queste 
circostanze, il valore conveniente di î» dovrà essere [in 
viriù dell’ineguaglianza (5)| positivo, o, rispettivamente, 
negativo, e che perciò servirà, a risolvere il problema, 
solo il valore î”*, o solo il valore 2'* di î?. Nel secondo 
caso poi, cioè quando 2 è un'iperboloide a due foglie 
e p*<0, come sì è dimostrato nel n° 4, la quantità %? 
è negativa, epperciò delle due radici 7 ®, i"* dell’equa- 
zione (1) è solo buona la prima. 

Si può, del resto, arrivare alle stesse conseguenze, os- 
servando che, ritenuti per p*® ed n i significati loro dati 
precedentemente, l'equazione (1) può scriversi sotto la 


forma 
9% 2 22 


iv(a+b+e°—p*)i° + “ge =0 
la quale dimostra che i due valori di i3, che la soddis- 
fanno, sono i quadrati algebrici dei semiassi della co- 
nica G, sezione di col piano diametrale di questa 
quadrica che è parallelo al piano 7 della g: ma, da 
quanto fu dimostrato nel n° 2, il semiasse della G, il 
quadrato del quale rappresenta il valore di i idoneo 
alla soluzione del nostro problema, è solo il non focale: 
epperò dei due valori di i» che somministra la (1), serve 
solo quello che è numericamente minore, se i detti due 
valori sono dello stesso segno; nel caso poi, in cui i 
detti valori di i» fossero di segno contrario fra loro, 
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serve solo quello di essi che è negativo, a meno che, 2 
essendo un’iperboloide ad una sol foglia, il piano x di 
g distasse dal centro della quadrica più di quanto ne 
dista un piano parallelo ad esso 7 e tangente a x; per- 
chè, se si verificano tali due circostanze, le iperboli g e 
G hanno immaginario il rapporto di loro omotetia, cioè 
l’asse focale dell'una di esse è parallelo all'asse non 
trasverso dell’altra, e quindi dei due valori di f° relativi 
a questo caso è buono solo quello che è positivo. 

III. Sia proposto di collocare una conica g, data per 
i valori dei quadrati de’ suoi semiassi, sopra la quadrica 
data È. 

Sia A= il quadrato del semiasse focale della 9, B? il 
quadrato dell’altro semiasse di detta conica. Manifesta- 
mente il problema sarà risolto quando siasi trovato un 
piano Il diametrale di =, il quale sechi questa quadrica 
secondo una conica G simile alla 9g, poichè il piano della 
posizione cercata della 9 sarà parallelo a II e posto ad 
una distanza dal centro della quadrica = facilmente de- 
terminabile, dato che sia il rapporto di similitudine delle 
coniche 9g e G. Pertanto indicati con d* ed 4° i quadrati 
del semiasse focale e del semiasse non focale della G, 
avremo 


Se 


Ù/ 


[se] 


A” 
pi DR (8) 


e presa la i* arbitrariamente, purchè nei limiti risultanti, 
a seconda della natura di =, dalla discussione del pro- 
blema precedente, le equazioni (1), (3) ed (8) determinano 
gli angoli A, 4, » che gli assi principali di = fanno col 
diametro di questa quadrica coniugato del piano II. 

Vi ha dunque un’infinità di piani secanti * secondo 
una conica sovrapponibile alla conica data g: i centri di 


CS 
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tutte le posizioni, che possono prendere la 9g; e le co- 
niche simili ad essa che sono poste sulla quadrica data, 
giacciono sulla superficie conica di 4° ordine rappresen- 
tata dall'equazione 





(ret E 
a? h? Y c 
Pad piccini I SAMP MPS I 
A° BO \at 5° c]\a'wno e) 
Quando dovesse essere A*=B", ossia la g fosse un 
cerchio, quest’equazione può ridursi alla forma 


can Trudi 2__p? 
+a|/- Ùi +y|/e3e +s|/° ò ="dus 
a b° c* 


il suo primo membro ha essenzialmente (a meno. che 
fosse a°4=b*=c°) due termini reali ed uno immaginario, 
o due termini immaginarii ed uno reale; epperciò la 
detta equazione si scinde in due, il cui sistema rappre- 
senta due rette, che sono i diametri di 2 coniugati dei 
due noti sistemi di piani paralleli secanti la quadrica & 
secondo circonferenze. 

Supponendo che la quadrica sia qualunque, cioè 
non si riduca ad una varietà, il cono suaccennato non 
diventa di secondo grado, fuorchè nel caso in cui sia 
A*+B°=0, cioè quando g è un’iperbole equilatera. Se 
questa circostanza si verifichi, l'equazione del detto cono 
diviene 





bee. na 
eee 
ed esso taglia la quadrica secondo una linea giacente 
sulla sfera concentrica alla quadrica medesima, luogo 


dell'equazione 


v+y+à_-a—b_-c=0. 
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DIMOSTRAZIONE GEOMETRICA 
DI ALCUNE PROPRIETÀ 


DELLA 


SUPERFICIE GENERATA DALLA CURVA LOGARITMICA 


MOVENTESI ELICOIDALMENTE INTORNO AL SUO ASSINTOTO 


2. Chiamo curva logaritmica la linea piana, la cui 
sottotangente misurata sopra una retta fissa ha una lun- 
ghezza costante, qualunque sia il punto della curva, al 
quale essa sottotangente è relativa. Da questa definizione 
risulta che la curva è assintotica alla retta fissa suac- 
cennata. 

Chiamo moto elicoidale della logaritmica attorno il suo 
assintoto quel moto, pel quale i singoli punti della curva 
descrivono eliche segnate sopra cilindri di rivoluzione 
aventi per asse comune il detto assintoto, tutte del me- 
desimo senso e tutte dello stesso passo. 

è. Dicasi = la superficie generata dalla curva loga- 
ritmica moventesi elicoidalmente attorno al suo assin- 
toto; e sieno k la sottotangente costante della logaritmica 
sua generatrice, A il passo ridotto comune delle eliche 
descritte dai differenti punti di questa curva. 
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Riferito l'elicoide ® a due piani di proiezione ortogo- 
nali fra loro, dei quali uno, l’orizzontale, sia perpendi- 
colare all’assintoto della logaritmica generatrice, rappre- 
sentino 0' (V. la figura annessa) la traccia orizzontale ed 
0"Z" Ja proiezione verticale di quest’ assintoto: M', M" le 
proiezioni orizzontale e verticale di un punto qualunque 
M di 3; m il punto in cui la 0”Z" è tagliata da una 
parallela alla linea di terra condotta per M". 

Il piano ® tangente in M a 2 contiene la tangente in 
detto punto alla logaritmica generatrice nella posizione, 
in cui essa generatrice passa pel medesimo , epperciò 
taglia l’assintoto di questa curva in un punto, la cui 
proiezione verticale 0" dista di 4 da m. 

Lo stesso piano ® contiene pure la tangente in M al 
l’elica descritta da questo punto della logaritmica nella 
generazione della superficie, la quale tangente incontra 
il piano orizzontale X condotto pel punto (0', 0") nel 
punto N proiettato orizzontalmente in N', sulla perpen- 
dicolare in M' alla retta 0'M’, ad una distanza da M' 


wN'=Z0M. 


La traccia orizzontale del piano ® è parallela alla retta 
O' N', e l’angolo a, che essa fa colla O'M', è indipendente 
dalla posizione del punto M sulla superficie ®, perchè 


® . . k 
la sua tangente trigonometrica ha per espressione PE 


3. Consideriamo l'intersezione c di ®* con un cilin- 
dro avente per sezione retta la traiettoria ad angolo 
costante qualunque # del fascio di raggi, che è posto nel 
piano orizzontale di proiezione, ed ha per centro il punto 
O’, ossia una spirale logaritmica qualunque c' giacente 
nel detto piano orizzontale di proiezione col suo polo 
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in O'. Sia M un punto della c: la tangente a questa linea 
nel punto M si proietta orizzontalmente secondo la retta 
M'P, che fa in M' colla O0'M' un angolo uguale a 6. E 
poichè questa tangente è contenuta nel piano ®, il 
punto P in cui essa taglia il piano X ha per sua proie- 
zione orizzontale l’incontro P' della M'P' colla O'N'. 

La stessa tangente oggettiva tocca pure in M la tras- 
formata di c, che si ottiene, quando si sviluppa questo 
cilindro sul piano tangente ad esso lungo la sua gene- 
ratrice rettilinea passante per M. 

In tale sviluppo, l’arco della e' che è compreso fra i 
punti M' ed 0', per la costante inclinazione della tan- 
gente ad esso arco sul raggio vettore condotto da O' al 
punto di contatto, viene a sovrapporsi al segmento M'L' 
della M'P' compreso fra M' e l’intersezione L' di M'P' 
colla normale in 0' ad O'M'. E quindi la sottotangente 
in M all’anzidetta trasformata della c misurata sulla po- 
sizione presa nello sviluppo del cilindro dalla genera- 
trice (0, 0”Z") di questo, ossia sulla verticale, che ha 


per sua traccia orizzontale il punto L', ha per espres- 
I / 


PAS 
Ora col variare del punto M sulla c, ciascuno dei trian- 
goli O0'M'L’, O'M'P' rimane simile a se stesso, cioè re- 


L'M' O'M' 
stano costanti i rapporti ww: epperciò resta an- 


sione della sua lunghezza & 


PMI 
che costante il prodotto i di questi rapporti. 


La sottotangente dunque testè accennata non cambia 
di lunghezza col cambiare del punto M; ossia la trasfor- 
mata dell’intersezione di ® con un cilindro a generatrici 
verticali, di cui la traccia orizzontale sia una spirale lo- 
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garitmica avente il suo polo in O’, è una curva loga- 
ritmica assintotica alla posizione presa nello sviluppo del 
cilindro dalla generatrice (0’, 0”Z”) del cilindro stesso. 


4. Nel caso speciale, in cui fosse B=«, cioè quando 
F t 


L 
M'P' fosse parallela ad O'N', il rapporto DIN sarebbe 


nullo, epperciò nulla la lunghezza della sottotangente alla 
trasformata della sezione del cilindro con 2 ; ossia questa 
trasformata sarebbe una retta normale alle posizioni prese 
dalle generatrici del cilindro dopo lo sviluppo di questo. 

L’intersezione del cilindro con ® sarebbe dunque una 
linea posta in un piano orizzontale ed identica alla traccia 
orizzontale del cilindro. Ne segue che le linee di livello 
di sono spirali logaritmiche sovrapponibili, le tangenti 
delle quali incontrano i raggi vettori, che vanno dal polo 
ai rispettivi punti di contatto, sotto un angolo, la cui 


; ; k i, i 
tangente trigonometrica vale -, e che la superficie 2 può 


anche essere generata dal moto elicoidale con passo ri- 
dotto h di una di dette spirali. 

5. Le linee di massima pendenza di una superficie 
qualunque avendo per loro proiezioni orizzontali le traiet- 
torie ortogonali delle linee di livello della superficie 
stessa, le linee di massima pendenza di X si proiettano 
orizzontalmente secondo spirali logaritmiche congruenti 
fra loro, delle quali 0' è il polo comune, e di cui una 
tangente qualunque seca il corrispondente raggio vettore 
ad angolo complemento di a. Sviluppando in piano i 
cilindri che proiettano orizzontalmente queste linee di 
massima pendenza, le trasformate, che di esse si otten- 
gono, sono curve logaritmiche identiche. 

Tirisi da M' la M'R' normale in R' ad O'N', e sia G' 
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il punto in cui essa incontra la 0'L': il valore assoluto 
costante della sottotangente delle suddette trasformate è 


GM ON TN°_ 


h+ 4 
Ra — de. 


k —— = — ll — = j 
N'R' MN k° k 





6. Si è veduto che il piano tangente a ® in un punto 
qualunque M taglia la retta (0', 0"Z") nel punto (0', 0") 
distante % dal piano orizzontale condotto per M. 

Ne consegue che la sviluppabile circoscritta a ® lungo 
la sezione fatta in questa superficie da un piano oriz- 
zontale qualunque è un cono, il cui vertice si trova 
sull’assintoto della logaritmica generatrice dell’elicoide 
ad una distanza È del detto piano, e che perciò se l'eli- 
coide = sia illuminato da una stella di raggi divergenti 
da un punto dovunque posto sull’assintoto della loga- 
ritmica generatrice, tanto il contorno dell'ombra propria 
della superficie, quanto il contorno dell’ombra, che questa 
proietta sopra un piano qualunque normale al detto as- 
sintoto, sono spirali logaritmiche tutte congruenti fra 
loro. 

%. Occupiamoci ora della sezione fatta in da un 
cilindro qualunque di rivoluzione, del quale la retta 
(04, 0" Z") sia una generatrice. 

Sia M' un punto qualunque della circonferenza 0'u'T' 
traccia orizzontale di questo cilindro, cosicchè il punto 
(M', M') sia un punto qualunque della sezione del cilindro 
con 2. 

Per M' tirisi la M'&' parallela ad O'N', notisi con w' 
il punto, in cui la detta M'w incontra una seconda volta 
la traccia orizzontale del cilindro, e conducasi la 0'w. 
Per essere l'angolo 0'M'#' uguale, o supplementare, al- 
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l'angolo a, secondochè M'’ si trova nell’uno o nell'altro 
dei segmenti, in cui la circonferenza 0'&'T' è divisa dalla 
sua corda 0'w’, questi segmenti avranno, qualunque sia 
il punto M', grandezza costante, ossia la posizione di w' 
su quella circonferenza non dipenderà da quella di M' 
sulla circonferenza stessa. Conducasi per M' la reita M'0' 
parallela ad 0'#, la quale incontri O'N' in Q': la figura 
0'2'M'0' è un parallelogramma, del quale, col muoversi 
di M' sulla circonferenza 0'w'T', il lato M'Q' resta co- 
stantemente parallelo e di lunghezza uguale al segmento 
fisso 0'u'. 

In conseguenza, se si considera la retta M'0' come la 
proiezione orizzontale di una retta contenuta nel piano ® 
tangente a ® in M, questa retta oggettiva, col muoversi 
di M sull’intersezione di col cilindro avente per se- 
zione retta la circonferenza 0'w'T', rimane costantemente 
parallela a se stessa, perchè la sua proiezione orizzon- 
tale M'0' è sempre parallela ad 0/4, e la sua inclina- 
zione al piano orizzontale non varia, essendo la tangente 
trigonometrica dell’angolo, che misura tale inclinazione, 


espressa da o SSL 
i OM dw - 


Si può dunque conchiudere che i piani tangenti in 2 
nei differenti punti dell’intersezione di quest’elicoide col 
cilindro di rivoluzione, di cui parliamo, sono tutti pa- 
ralleli ad una medesima retta, ossia che la detta inter- 
sezione è il contorno dell'ombra propria della superficie 
2 illuminata da raggi aventi tutti una stessa direzione 
conveniente. 

&. Viceversa, qualunque sia la direzione comune dei 
raggi di una stella luminosa cadente sulla superficie È, 
il contorno dell'ombra propria di questa superficie si 
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proietta orizzontalmente secondo una circonferenza che 
passa per il punto 0°. 

Infatti, sia 0'/' la retta nota, su cui cade la proiezione 
orizzontale del raggio luminoso, che ha la sua traccia 
orizzontale in 0', e sia 0’/ la posizione presa dal detto 
raggio luminoso, quando si fa rotare il piano, che lo 
proietta orizzontalmente, attorno alla sua traccia 0'/' fino 
a portarlo sul piano orizzontale di proiezione. 

Si costruisca il triangolo rettangolo 0' w'w, di cui l’ipo- 
tenusa 0'& giaccia sulla 0", un cateto 0'&w sulla 0'/' e 
l’altro cateto sia in lunghezza uguale alla sotiotangente % 
della logaritmica generatrice della superficie 2, coll’av- 
vertenza che il vertice «' cadente sulla 0'/' sia posto 
dall'una o dall’altra parte di 0' in guisa che il senso, 
secondo cui si deve camminare sulla verticale passante 
pel punto «, per andare da questo punto «' al punto 
oggettivo del raggio luminoso suaccennato, che è proiet- 
tato orizzontalmente in #', sia lo stesso che il senso, per 
cui si va sulla 0”Z" dal punto 0" al punto m. 

Sul segmento 0'w come cateto si costruisca il trian- 
golo rettangolo 0'&'T' tale che il suo angolo acuto in O' 
sia complemento dell'angolo noto a, ossia dell'angolo 
M'O'N', e che il senso, in cui dovrebbe rotare 0'w' at- 
torno 0', per portarsi sopra 0'T', descrivendo l'angolo 
acuto 4'O'T', sia lo stesso che il senso, in cui la O'M' 
dovrebbe rotare attorno lo stesso punto 0', per portarsi 
su di O'N', descrivendo l'angolo acuto M'O'N'. 

La circonferenza descritta sopra il segmento 0'T' come 
diametro, è la proiezione orizzontale del contorno del- 
l’ombra propria della superficie 2 illuminata da una 
stella di raggi paralleli fra loro e disposti nel modo che 
si è detto. Poichè, se, col metodo esposto nel numero 
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precedente, cerchiamo la retta passante per 0' a cui sono 
paralleli i piani tangenti a ® nei punti, in cui questa 
superficie è secata dal cilindro, che ha per sezione retta 
la circonferenza descritta sopra 0'T' come diametro, tro- 
viamo che la proiezione orizzontale di quella retta è 0'l, 
e che l’angolo e, che essa. fa col piano orizzontale di 
proiezione, è uguale all’angolo /'0'!. 

La direzione di O'T' dipende solo dalla direzione della 
0°" e dalla grandezza dell'angolo a: cosicchè, quando 2 
non varii, se i raggi che illuminano questa superficie 
cambiano d’inclinazione sul piano orizzontale di proie- 
zione, restando però paralleli fra loro, e situati ciascuno 
nel piano verticale che prima lo conteneva, la circonfe- 
renza, proiezione del contorno dell'ombra propria di 2, 
cambierà di raggio, ma toccherà sempre in 0’ una me- 
desima retta. 

Dalla costruzione fatta è facile poi ricavare l’espres- 
sione seguente della lunghezza del diametro O'T' di 
quella circonferenza: 


ba Vo uD'= 


0'4' VI + nua) PE cote=h® + kcote . 


Manifestamente in questa, come, in generale, nelle altre 
proposizioni di Geometria descrittiva, le parole orizzon- 
tale e verticale, che spesso vi si incontrano, non devono 
essere intese nel loro significato fisico, ma devono rite- 
nersi come indicanti unicamente una relazione mutua 
di posizione. E quindi si può stabilire che, comunque 
nello spazio sia collocato, l’elicoide ® illuminato da raggi 
di direzione comune qualunque ha per contorno d'ombra 
propria la linea, secondo cui esso elicoide è tagliato da 
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11 
un cilindro di rivoluzione avente l’assintoto della loga- 
ritmica generatrice di ® per una sua generatrice retti- 
linea, del qual cilindro noi sappiamo determinare la 
posizione dell'asse, quando sia dato l’elicoide per la 
grandezza dei suoi parametri, e per la sua posizione ri- 
spetto ai raggi che lo illuminano. 

9. Nel caso particolare in cui sia h=0, l’elicoide 2 
sì riduce alla superficie generata dalla rivoluzione della 
curva logaritmica attorno al suo assintoto. Epperò questa 
superficie è tagliata da un cilindro, le cui generatrici 
rettilinee sieno parallele all’asse di rivoluzione, e la cui 
sezione retta sia una spirale logaritmica qualunque avente 
il suo polo sul detto asse, secondo una curva tale che la 
sua trasformata, quando si distende il cilindro in un 
piano, è una logaritmica congruente al meridiano di 2: 
poichè, in tal caso, la retta O'N' si confonde colla 0'L', 
ed il punto P' col punto L', dimodochè l’espressione 
della sottotangente alla trasformata della sezione del 
cilindro coll’elicoide, la quale fu trovata (n° 3) essere 

!M! 
cd. si riduce a È. 

Il contorno poi dell'ombra propria di questa superficie 
di rivoluzione illuminata da raggi paralleli fra loro si 
proietta ortogonalmente sul piano orizzontale di proie- 
zione (cioè sul piano di un parallelo qualunque della 
superficie) secondo una circonferenza, un diametro della 
quale ha una sua estremità in 0', e l’altra nella proie- 
zione orizzontale 4’ del punto del raggio luminoso pas- 
sante per O', che dista di £ dal piano orizzontale di proie- 
zione, ed è situato, rispetto a questo piano, dalla stessa 
parte, da cui è posto il punto m rispetto al punto 0". 

40. Quando fosse 4=0, la logaritmica generatrice di @ 


Ty 
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diverrebbe una retta secante ortogonalmente la (0', 0"Z"), 
ed essa superficie 2 si ridurrebbe al conoide retto co- 
nosciuto sotto il nome di superficie di vite a pane quadrato. 

La trasformata della sezione di questa superficie con 
un cilindro a generatrici verticali, la cui traccia oriz- 
zontale sia una spirale logaritmica avente il suo polo 
in 0', quando si sviluppa il cilindro secante in un piano, 
è ancora una spirale logaritmica. Veramente, la dimo- 


strazione di questa proposizione data al n° 3 si fonda 
/ ' 


sulla costanza del valore dell’espressione % la quale 


L'M 
PM 
espressione, nel caso che consideriamo, si presenta sotto 
forma indeterminata, poichè se è 4=0, il punto P' con- 
fondesi col punto M', e si ha perciò anche P'M'=0. Ma 
notando che la surriferita espressione generale della sot- 
' r 
h_ OM” 
triangoli P'O'L', P'N'M', può trasformarsi nel modo se- 
guente 
pl _ ONT MN MNL/0 _ MINCIO 
P'M' OM D'M'7 00M M'N' O'Mine 


totangente, per essere e per la similitudine dei 


sì scorge che, quando sia 4= 0, il valore assoluto della 
ld ' 


detta sottotangente è hr: h tange, ossia è ancora 
costante. 

In simil modo si dimostrerebbe che il teorema cono- 
sciuto sulla forma del contorno dell'ombra propria del 
conoide retto, di cui si tratta, illuminato da una stella 
qualunque di raggi paralleli fra loro è un corollario della 
proposizione dimostrata al n° 7. 

4. Le proprietà dimostrate ai numeri 6 ed 8, rela- 
tive al contorno dell'ombra dell’elicoide 2, si posso no 
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mediante trasformazioni omologiche, estendere ad altre 
superficie. 
Limitandoci ai due casi più semplici di questa tras- 
formazione, abbiamo che: 
1° Qualunque superficie 2, omologica a ® rispetto 
ad un punto della retta (0', 0”Z") come centro di omo- 
logia, e ad un piano perpendicolare a questa retta come 
asse di omologia, quando sia illuminata da una stella di 


raggi avente il suo centro sulla detta retta, ha per con- 


torno dell'ombra propria, e per contorno dell’ombra da 
essa proiettata sopra un piano qualunque normale alla 
retta stessa, due spirali logaritmiche congruenti. 

2° Una superficie qualunque È, affine a 2, purchè 
i raggi congiungenti le coppie di punti corrispondenti 
delle due figure sieno paralleli alla retta (0', 0”Z"), se 
venga illuminata da una stella di raggi aventi tutti una 
stessa direzione qualunque, presenta per contorno d’ombra 
propria una curva, per cui passa un cilindro di rivolu- 
zione, del quale la detta retta (0', 0"Z") è una gene- 
ratrice. 

#2. Le considerazioni fatte al n° 7 ci conducono alla 
dimostrazione del seguente teorema di Geometria: 

Se un triangolo O'M'P' rota nel suo piano attorno un 
suo vertice fisso 0' restando sempre simile a se stesso 
e variando di dimensioni lineari, in guisa che il suo 
lato M' P' passi sempre per un punto fisso I, esistono 
due segmenti 0'&", 0'7" di direzione e grandezza tali 
che, qualunque sia la posizione del triangolo, il se- 
gmento M'0' della parallela ad 0'&' condotta pel punto 
M' compreso fra questo vertice M' del triangolo ed il 
lato O'P' ad esso opposto è uguale ad 0'u', ed ilse- 
emento P'S' della parallela ad 0’ condotta per P' com- 
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preso fra questo vertice ed il lato opposto O'M' del trian- 
golo è uguale ad 0'7'. . 


Ed in vero i vertici M', P' del triangolo mobile giac- 


ciono, per ogni posizione di questo, l’uno sull’una, l’altro 
sull'altra di due circonferenze che passano entrambe pei 
punti 0’ ed I, i centri delle quali sono così posti, che 
un segmento dell'una avente per corda, che lo sottende, 
O'I sia capace dell'angolo dato M' del triangolo, ed il 
segmento dell’altra che è sotteso dalla stessa corda O'I, 
ed è situato, rispetto a questa corda, da parte opposta 
al segmento sovraccennato della prima circonferenza, sia 
capace dell'angolo dato P' del triangolo mobile. Nel 
punto O' comune a queste due circonferenze si tiri la 
tangente alla seconda di esse, la quale tagli la prima 
in «', e la tangente alla prima, che incontri la seconda 
in 7°. L'angolo P' del triangolo mobile sarà uguale al- 
l'angolo I0'w'", epperciò all'angolo IM'w'; e quindi l’an- 
golo 0'M'u', somma degli angoli O'M'I, IM°&' varrà la 
somma dei due angoli in P' ed M' del triangolo mobile, 
sarà cioè uguale all'angolo esterno in 0' del triangolo 
stesso. La retta «'M' è dunque parallela al lato 0"P' del 
triangolo, epperciò se da M' si tira una parallela ad 0'p' 
la quale sechi il detto lato 0'P' in Q', il quadrilatero 
O'w'M'0' è un parallelogramma, ed M’'Q' è in lunghezza 
uguale al segmento 0' u' (*). 

In simil modo si dimostrerebbe che il segmento P'S' 
della parallela ad 0'7' condotta per P' compreso fra 


(*) In questa dimostrazione si è supposto che il punto M' della 
circonferenza 0'IM' giaccia in quello dei segmenti, in cui la 
detta circonferenza è secata dalla 0'2/, nel quale non si trova il 
punto J: la proposizione è però ugualmente vera, e la sua di- 
mostrazione affatto analoga, nel caso contrario. 
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15 
questo vertice P' ed il lato opposto O'M' del triangolo 
mobile è uguale in lunghezza al segmento 0'7'. 

Sussiste pure, e si dimostra in modo analogo, la pro- 
posizione inversa, cioè: 

Se un triangolo 0'M'P' rota nel suo piano attorno un 
suo vertice fisso 0', restando sempre simile a se stesso, 
e variando di dimensioni lineari per modo che, qualunque 
sia la posizione di esso, il segmento M'Q' di una retta 
condotta per uno, M', dei suoi vertici mobili parallela- 
mente ad una retta fissa 0'u' data ad arbitrio, compreso 
fra il detto vertice M’ ed il lato O'P' ad esso opposto 
sia sempre diretto nello stesso senso, e sia sempre in 
lunghezza uguale ad un segmento dato 0'&', il lato M' P' 
del triangolo mobile, che è opposto al suo vertice fisso 
O', passa sempre per un punto fisso I, ed esiste un altro 
segmento 0'7' di direzione e grandezza tali, che la por- 
zione di parallela ad 0'7’, condotta per l’altro vertice 
mobile P' del triangolo compreso fra questo vertice ed 
il lato O'M' ad esso opposto, è costantemente uguale in 
lunghezza al segmento 0'7'. 

Ciascuno dei due triangoli #'IO', 0'Ix' è simile al 
triangolo M'O'P’, e quindi essendo noti i rapporti di un 
lato del triangolo mobile a ciascuno degli altri due, dato 
di posizione e grandezza uno qualunque dei tre segmenti 
OI, 0'w, 0'7', si determinano facilmente gli altri. 
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SOPRA 


TRIEDRI TRIRETTANGOLI 


I CUI SPIGOLI 


SONO TUTTI NORMALI AD UNA QUADRICA DATA 


i. L'argomento indicato in capo di questa pagina non è 
nuovo: credo tuttavia che non sieno finora state esposte alcune 
proposizioni relative al medesimo, le quali io mi propongo di 
quì dimostrare. 

Sieno A, B, C (vedi figura annessa) tre punti di una qua- 
drica 2, tali che le normali in essi a questa superficie for- 
mino un triedro trirettangolo: dico che il vertice N di questo 
triedro giace sul diametro della quadrica = coniugato delle 
sezioni fatte nella medesima con piani paralleli al piano ABC. 

Infatti, si concepisca l'elissoide ®, che ha il suo centro 
in N, ed i punti A, B, C per tre suoi vertici: questo elissoide 
è inscritto nella quadrica 2 secondo la conica f, intersezione 
di 2 col piano ABC, epperciò il polo P del piano ABC, rispetto 
a =, è pure polo dello stesso piano rispetto a ®. Ne segue 
che la congiungente il punto P col centro G della conica f 
passa pei punti N ed O, centri rispettivamente delle quadriche 
D e >. 

2. La conica f, giacendo sull’elissoide ®, è un’elisse: perciò 
= non può essere un paraboloide iperbolico. Cioè un para- 
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boloide non può essere secato normalmente dai tre spigoli di 
un triedro trirettangolo. 

8. Considerando il parallelepipedo, di cui N A, NB, NC sono 
tre spigoli, il vertice di esso opposto ad N cade in P, e la sua 


diagonale NP è divisa in G dal piano ABC in due segmenti 
tali che è 


NG=-—- GP, 


sl 


Nel caso, in cui la quadrica è un paraboloide elittico, 
detto M il punto in cui esso paraboloide è tagliato dalla NP, 
si ha GM=MP, epperciò allora il segmento NP è diviso nei 
punti G ed M in tre parti uguali fra loro. 

4. Il centro G della conica f è centro di figura del trian- 
golo ABC, poichè manifestamente la tangente ad f in un ver- 
tice qualunque di detto triangolo è parallela al lato di questo 
triangolo, che è opposto a quel vertice. 

Le normali ad f nei punti A, B, C sono perciò disposte 
secondo le altezze del triangolo ABC. 

o. La proposizione inversa di quella dimostrata al n° 1 è 
pur vera. Cioè: se ire delle normali condotte da un punto N 
ad una quadrica 2 incontrano ortogonalmente questa superficie 
nei punti A, B, C, e la congiungente il centro 0 della quadrica 
col punto N passa pel polo P del piano ABC rispetto a 2, 
le dette tre normali NA, NB, NC sono due a due perpendi- 
colari fra loro. 

Infatti, le quadriche omologiche a = rispetto al punto P 
ed al piano ABC, rispettivamente come centro e piano di omo- 
logia, sono tutte iscritte nella ® lungo la conica f sezione 
di ® col piano ABG, ed il luogo dei loro centri è la con- 
giungente il punto P col centro G della conica f. Tale con- 
giungente passa per O, e quindi il punto N, che giace su questa 
congiungente, è centro di una, ®, di dette quadriche. Le rette 
NA, NB, NG sono allora tre normali condotte alla quadrica ® 
dal centro N di essa: queste rette NA, NB, NC sono, in con- 
seguenza, disposte secondo gli assi principali di ®, e sono 
perciò due a due ortogonali fra loro. 

6. Gli spigoli del triedro trirettangolo N, che incontrano 
ortogonalmente la quadrica ® nei punti A, B, C, taglino 
una seconda volta la quadrica stessa rispettivamente nei 
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punti A', B', C': dico che il piano A'B'C' è parallelo al piano 
ABG (1). 

Infatti, si consideri la sezione & fatta in ® dal piano AA'B'B, 
ed il punto Q di concorso delle tangenti a questa conica 
nei punti A e B: la figura ANBQ è un rettangolo, e la sua 
diagonale QN passa perciò pel punto di mezzo H dell'altra 
diagonale AB. Ma la corda AB ha il punto Q per suo polo 
rispetto ad A, dunque la retta QN passa pel centro della co- 
nica h. Ora, la retta QN è manifestamente la polare rispetto 
ad h del punto comune alle corde AB, A'B' di questa co- 
nica Ah: le relte AB, A'B', per conseguenza, sono parallele fra 
loro. Con analogo ragionamento dimostrasi che BC è parallela 
a BC’, e CA è parallela a C'A': il piano A'B'C' è perciò pa- 
rallelo al piano ABC. 

La retta NO incontri il piano A'B'C' in G', e la quadrica 2 
nei punti M ed M'. Per essa retta NO tirisi un piano arbitrario 
secante la quadrica secondo una conica È, e considerisi il qua- 
drangolo iscritto in % formato dai punti, in cui questa conica 
è tagliata dai piani ABC, A'BC. Una coppia di lati opposti 
di detto quadrangolo è secata dalla retta NO nei punti G e Gr: 
un’altra coppia di lati opposti dello stesso quadrangolo è ta- 
gliata da quella retta nel punto N; finalmente la retta me- 
desima taglia la conica $ nei punti M ed M'. Il punto N è 
perciò un punto doppio dell’involuzione, della quale G, G'; 


(1) Questa proposizione potrebbe, anche più direttamente, dimostrarsi 
così : 

L'intersezione della quadrica ® col cono di vertice N, di cui la conica f 
è la linea direttrice, si compone della detta f e di un'altra conica /”. 
Siccome la congiungente i' centri 0 ed N di Z e del cono passa pel 
centro G dell'elisse /, quest'elisse è, tanto per la £ quanto pel cono, 
una sezione coniugata del diametro comune NO delle due superficie, 
e quindi il piano di /' è parallelo a quello di f. Ma i punti A', B', C' ap- 
partengono alla conica f": dunque il piano A'B'C' è parallelo al piano 
ABC. 

Analoga osservazione può tarsi riguardo alla proposizione argomento 
del seguente n° 7. 

Le dimostrazioni però date nel testo, oltre all'essere indipendenti 
dalle proposizioni dimostrate al ni { e 5, si prestano meglio alla dedu- 
zione dei teoremi esposti nei ni 8 e 9 di questa nota. 
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M, M' sono due coppie di punti coniugati: e quindi fra le 
distanze di N ai punti G, G', M, M' sussiste la relazione 

1 1 1 1 

NG NG NM NM 

Nel caso particolare , in cui 2 è un paraboloide elittico, 
uno NM' dei segmenti NM, NM' è infinitamente grande, l’altro 
NM vale (n° 3) 2NG: sarà perciò allora 
2NG+NG'=0, 


ossia, quando è è un paraboloide elittico, il punto N è com- 
preso fra i piani ABG, A B'C’, e dista dal secondo di essi il 
doppio di quanto dista dal primo. 

“. Se i tre spigoli di un {riedro N secano una quadrica E 
normalmente nei tre punti A, B, C, ed una seconda volta nei 
punti A', B', C', in guisa che il piano A'B'C' sia parallelo al 
piano ABG, il triedro N è, generalmente, trirettangolo. 

Infatti, sia h la conica sezione di col piano AA'B'B, e 
sia ( il polo della retta AB rispetto a questa conica. La retta 
ON polare, rispetto ad A, del punto all’infinito comune alle 
rette AB, A'B' è il diametro di A coniugato della corda AB 
di questa conica, epperciò passa pel punto di mezzo H di 
detta corda AB. 

Nei triangoli NAO, NBO rettangoli in A e B sono dunque 
uguali fra loro le lunghezze delle perpendicolari condotte dai 
vertici dei loro angoli retti sulla loro comune ipotenusa NQ: 
tali triangoli sono perciò fra loro congruenti. Ma, salvo il caso 
particolarissimo, in cui il punto N giace sopra un asse di sim- 
metria della conica h, non può essere QA uguale a 0B, e quindi 
sarà QA=BN e QB=AN, ossia la figura QANB sarà un ret- 
tangolo, e l'angolo ANB sarà retto. In simil modo dimostrasi 
che NC è perpendicolare ad NA ed NB: il triedro formato 
dalle tre normali NA, NB, NC alla ® è dunque trirettangolo. 

8. Dalle proposizioni dimostrate negli ultimi due numeri 
deducesi che, se da un punto N sono condotte tre normali ad 
una quadrica 2 nei punti A, B, C di questa, ed una, NC, di 
dette normali sia perpendicolare a ciascuna delle altre due 
NA, NB, queste ultime due sono pure perpendicolari fra di loro. 

Invero, detti A', B',C' i secondi punti in cui le NA, NB, NG 
tagliano la quadrica, nelle coniche sezioni di coi piani 
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AA'C'C, BB'C'C, per essere ortogonali fra loro le normali 
NA, NG; NB, NC, le corde AC, BC sono rispettivamente paral. 
lele alle corde A'C’, B'0', e quindi il piano A'B'C' è parallelo 
al piano ABC. Considerando ora la conica sezione di = col 
piano AA'B'B, le corde AB, A'B' di questa conica sono pa- 
rallele fra loro, epperciò le corde AA',,BB', normali alla conica 
stessa in A e B, sono perpendicolari l'una all'altra. 

9. Gli spigoli di un triedro trirettangolo N incontrino una 
quadrica ® nelle coppie di punti A, A‘; B, B'; G, 0‘, in modo 
che il piano A'B'C' sia parallelo al piano ABG: dico che, se 
due di essi spigoli sono normali alla quadrica nei punti B e GC, 
l'altro sarà normale alla quadrica stessa nel punto A. 

Per dimostrarlo, notisi che, nella conica h sezione del piano 
AA'B'B colla quadrica =, la congiungente il punto N col punto Q 
di concorso delle sue tangenti in A e B è la polare del punto 
all'infinito comune alle corde AB, A'B' di essa conica, epperciò 
passa pel punto di mezzo H della corda AB. À cagione poi 
del parallelismo delle rette QB, NA sono uguali fra loro gli 
angoli QBH, HAN, e quindi il triangolo QBH è uguale al 
triangolo HAN, 

La figura ANBOQ è dunque un parallelogramma, il quale, 
avendo retti gli angoli in N e B, avrà pure retto l’angolo in A, 
e quindi la NA è normale in A alla conica h. Con simile ra- 
gionamento si prova che la stessa NA è anche normale in A 
alla conica sezione fatta in ® dal piano A4'C'C: la NA è perciò 
normale in A alla quadrica =. 

10. Il signor Parnvin, in una sua memoria stampata nel 
fascicolo del settembre 1871 del periodico Nouvelles Annales de 
Mathématiques, si è occupato di trovare il luogo dei vertici di 
un triedro trirettangolo, i cui spigoli sono normali ad una 
quadrica data. Dopo essere arrivato, con un calcolo ingegnoso, 
ma lungo ed intricato, a stabilire tre equazioni, da cui si pos- 
sono ricavare i valori dei quadrati delle tre coordinate di un 
punto qualunque del luogo cercato espressi in funzioni razio- 
nali di una stessa quarta variabile, soggiunge: « il est probable, 
qu'une méthode syntétique pourra conduire plus rapidement 
à ce résultat remarquable, qui se dégage d’une analyse assez 
délicate ». 

Due delle dette tre equazioni si possono ottenere imme- 
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diatamente dalle proposizioni dimostrate ai numeri 1 e 3 di 
questa nota combinate col teorema conosciuto, il quale stabi- 
lisce che il luogo dei punti, da cui si possono condurre tre 
piani tangenti ad una stessa quadrica ® e perpendicolari due 
a due fra loro, è una sfera concentrica alla detta quadrica, 
il quadrato del cui raggio uguaglia la somma dei quadrati 
a°, 6°, c® dei semiassi della quadrica stessa. 
Infatti avremmo allora 


Ob°— 9? + b* + e?, 











ed 
ONZOG-NGZIG-INP=0G—L,0P_0N), 
ossia 
O M° 
SEE ERIC O A E I 
Sede Sd gar 2 Tag TRO 
Onde, fatto 
ON 
FRESE i ed ia mM, 
sarà Ù 
e OLI 
pr pg) 
e quindi 
OM* _20+1 (2) 
TIR ri an LA sala 


Presi gli assi principali della quadrica ®, su cui sono posti 
i semiassi di questa superficie, i quadrati delle lunghezze dei 
quali denotammo con a?, db? e c?, per assi coordinati delle 
®, y e z rispettivamente, sieno X, Y, Z le coordinate del punto M; 
%, y, z quelle del punto N; l’equazione [1] potrà scriversi così 








t+y+2°=(a+b°+c°)p° 0 VIOZO 
Si avrà inoltre 
X_Y_Z 
reca a 
d’onde si ricava 
De y? VA 
OM? _xX+YP+2 ai big 1 
ON° e +y +27 x? y? z2T n? y° zì , 
"AN ina PAR 
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ossia, a cagione della [2], 


03° 4 IA - 
tt pia 2a COLE Asa 

Le equazioni [1'] e [2"] sono, sostanzialmente, due delle 
tre equazioni sovraccennate ottenute dal signor PainvIN nel 
citato suo lavoro. 

La terza delle ora dette equazioni si può dedurre dalle 
proposizioni avanti esposte congiunte al teorema elegantemente 
dimostrato dal signor Dessoves nel fascicolo di maggio del 
1863 del citato giornale Nouvelles annales de Mathématiques, teo- 
rema il cui enunciato è il seguente: 

Se A, B, C sono i piedi di tre qualunque delle sei normali, 
che da un punto qualunque N dello spazio si possono con- 
durre ad una quadrica ©, i quadrati dei semiassi della quale 
sono a?, b?, c°, le coordinate «, 8, y del polo P del piano ABC 
rispetto a &, riferite agli assi principali di questa superficie, 
soddisfanno l'equazione 


(b2 — 09)? (LE) + aL o vo) 


0° cè ne Gala DS 








2__ p2\? via Una 
+ (a Di )=0. 





c? 


Infatti, ammesso questo teorema, siccome, quando le tre 
normali NA, NB, NC formano un triedro trirettangolo, si ha 
altresì 

a +b+yzaa+b+0°, 


sì conchiude che il polo P del piano ABG è posto sul cono 
rappresentato dall’equazione 








2 2 2 LL) 2) b? o 2 2 2 oe 2 2 aa 
(a+ d #o)| | — a) pp Large) siii 


mm 2 


= ae (a— oli (api +eepÈ =o. 

Ora, poichè il vertice di questo cono è nel centro O della 
quadrica 2, da quanto fu dimostrato al n° 1, il punto N è 
posto su esso cono, epperciò le coordinate x, y, z di N veri- 
ficano la relazione: 
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ar + ba a Ls 3Ì ari n)a 5° v° — pala pa 
| SR +0)| Aa a?) c* aa + (a ba 
— (c22+ p+r) buoi (co — a°)° È + (a — ppt =0, 





alla quale si può dare la forma seguente 


'c3 y 


4 (b°c°+c*a2+a? b?) lr a al (12-+y9 +32) 


fiele” 
Violante ai 
d | 


[reo ine fit] 


ossia, tenuto conto delle equazioni |1'] e [2'], la forma 


2(b°+ gar SEL, 091 
pete È 


——— - — n 
- 


ax? + by? + ca=P| (4 b'+ e) 


Ed è questa, leggermente modificata, la terza delle equazioni 
date dal signor Parnvin (1). 


(1) Senza ricorrere al teorema del signor DesBoves, una terza equa- 
zione fra x, y e z si ottiene anche considerando che le rette NA, NB, 
NC sono tre generatrici del cono di 2° ordine, che ha il suo vertice 
in Ne l’elisse / per sua direttrice, e che, queste tre generatrici essendo 
due a due ortogonali fra loro, nell’equazione del detto cono la somma 
dei coefficienti dei termini, che contengono i quadrati delle coordinate, 
deve essere uguale a zero. 

Avendo denotato con #, y e z le coordinate del punto N, quelle del 
punto P sono n; ‘ Di ni se, pertanto, diciamo X, Y, Z le coordinate 


correnti del cono, l’elisse f, direttrice di esso, hu per sue equazioni 


2 2 2 

= +4 1=0 
b° 

sa 23 


e l’equazione del cono in discorso sarà 


pata PE, (Xx) (V_y? (Z—2) 
(rpea Ae n] 
o yz (X-2)x (Y--yy (Z—-z3)z}3 
(1 +42 1) a PALESI OI, ie A ) | =0 
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Se la quadrica > è di rivoluzione, ossia se due, a? e bè, 
delle tre quantità a?, 63, ca sono uguali fra loro, le equazioni 
[1'], [2] e [3] non possono essere soddisfatte, salvo che po- 


nendo 
-0 vò se CE 
a=0, y=0, vie e peo 
Oppure. ==0,. Ya 0) pelli 


Per una quadrica di rivoluzione, dunque, non esistono, oltre 
il suo centro, che due soli punti, dai quali si possano ad essa 
condurre tre normali formanti un triedro trirettangolo. Tali 
due punti, che nel caso della sfera si riducono ad un solo, 
sono posti sull’asse di rivoluzione a distanze uguali dal centro 
della superficie, e diventano immaginari quando, # essendo 
un iperboloide, l’apertura del suo cono assintoto non soddisfi 
alla condizione limite espressa dalla relazione 2a +c2>0. 

Nel caso generale, in cui a3, ba e e sono tre quantità diffe- 
renti fra loro, dalle equazioni [1'], [2'| e [3], fatto per semplicità 


2 
a+b+c=m; bde+cd+abd=n; a'be=p, 








sì ricava 
; 3 Qna dp \ 
PZ 1. ——î\l Lap DES 
iù (a? — bè salmi RENEE RO E rl 
ve m dé jo 


p+l 5) 





P 

x E AR AA 
P uloca 

) p+1 fog 


ossia, in virtù dell’equazione [2], 
Ae ea NESSÙI pe sr 
il 








2p+l a da 
| na Mia da LL 
a* 





i (CL 


Noi dovremo dunque avere 


Pe one 
e (+ pto)t (+4 +7)=0, 
1 


Qp4l 
* vd Pi‘ \ 
OSsla i it cri Vi ICIPEPAO [3]. 


Quest’equazione [3'] non è veramente una delle tre date dal signor 
Palnvin, ma è una conseguenza immediata delle medesime, ed i valori 
di 0°, y° e 2°, che si ottengono dalle [1"], [?"] e [3] espressi per mezzo di p, 
sono gli stessi che quelli a cui è arrivato il detto Autore. 
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ed ogni valore di p, che rende positive queste espressioni di 
x, y° e 2°, somministra otto punti N, simmetricamente posti 
rispetto ai piani principali di =, della curva luogo dei ver- 
tici dei triedri trirettangoli, i cui spigoli sono normali alla 
detta quadrica. 

11. Proponiamoci di trovare in funzione di p le lunghezze 
dei segmenti NA, NB, NC delle normali a ® compresi fra il 
punto N e le loro intersezioni ortogonali A, B, C colla qua- 
drica. 

A questo fine diciamo A, B, C le accennate lunghezze, e 
prendiamo le rette, secondo cui i detti segmenti sono disposti, 
per assi delle coordinate È., v, <. 

L'elissoide ®, di cui si è parlato al n° 1, ha, allora, per 
sua equazione too og 

stpatoat d.==0, 
epperciò la quadrica =, circoscritta a ® lungo la conica f se- 
zione di ® col E ABC, sarà rappresentata dall’equazione 









5° OA AERGAR  3 
3+5 si La 1T-H vd 4 E ="04 
nella quale H è una quantità, che esprimeremo tosto per 
mezzo di p. 
Le coordinate del centro 0 di ® sono 


H El H 
RR a 


e quelle del polo P del piano AB( sono 





PARO Pa 
avremo perciò ON 
Li SZ REI RU I le SINO) 
3H —1 NP PN ON-0PO_ Loi Ce TT 
a 
d'onde si ricava DIRT. 
— 2p+10 


Sostituendo questo valore di H nell'equazione della 2, essa 
equazione diviene 


A MELI (È < 4 
++ RE 1 pare | +3 +i- a=05 








SOPRA I TRIEDRI TRIRETTANGOLI. 13 


Ora è noto che i quadrati dei semiassi della quadrica, rap- 
presentata da questa equazione, sono le radici dell'equazione in £ 





ipienteoie 
pai Qp+l A 
+ (B302+C2A°+-A® BI) Asporto: 
a=g Cal 


e, siccome i quadrati dei semiassi di ® sono dati, e valgono 
rispettivamente a?, b?, c?, ritenendo ad m, n, p i valori loro 
attribuiti nel numero precedente, avremo 


A?+B"+C*° = m (41 —p) 


B20%+C*A°+A?°B*= n re? 
p+i 





alan 
A*B?C* = p 27? 
E pertanto, le quantità A?, B°, C* sono i valori di v, che 
verificano l'equazione 
ut mfp e ai 
p+i Qp+1 
12. La curva luogo dei vertici dei triedri trirettangoli, i cui 
spigoli sono normali alla quadrica =, curva rappresentata 
dalle equazioni [4], è, in generale, del 16° ordine. Ma, quando 
2 è un paraboloide elittico, l'ordine di quella curva si riduce 
al 4°, Le equazioni di essa, nel caso particolare di cui ora 
trattiamo, si ottengono con metodo affatto analogo a quello 
esposto al n° 10: solo non conviene più, allora, prendere per 
quarta variabile, in funzione della quale si abbiano ad espri- 
mere le coordinate di un punto qualunque di detta curva, il 
0 N 3 ; 
rapporto opt: perchè questo, per ogni punto di essa curva, 
ha un valore infinitamente prossimo all’unità. Scegliendo per 
detta quarta variabile la lunghezza A del segmento NP, e sup- 
ponendo il paraboloide elittico rappresentato dall'equazione 
2 è 
net ; 
le coordinate di un punto N, dal quale si possono condurre 
tre normali al paraboloide, le quali sieno due a due ortogo- 
nali fra loro, sono date dalle eguaglianze seguenti 
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A(3h_-k) 3h? 
12(ht_k) 

A Sk —A(3k—h) 
12(h--k) 


2h 





y= 


_—————-  -— un 


Il luogo dei punti N è posto sul paraboloide di rivoluzione 


CNR Sh°+2hk+3k? 
e 16 i 
ed ha, per sua proiezione sul piano delle x ed y, la conica 


E(38— h)at+h(3n—k)y:="%(n—x)?. 

Esso luogo è una linea chiusa, se il maggiore dei due pa- 
rametri h e % del paraboloide sia minore del triplo dell'altro: 
è invece una linea aperta, i cui rami infiniti sono privi di 
assintoti, nel caso opposto. Che se uno dei due parametri del 
paraboloide = fosse uguale al triplo dell’altro, la curva luogo 
dei punti N si comporrebbe di due parabole congruenti alla 
sezione principale di minor parametro della quadrica 2, poste 
in piani paralleli fra loro e simmetrici rispetto al piano del- 
l'altra sezione principale del paraboloide, e coi loro assi pa- 
ralleli a quello del paraboloide stesso. 

Nel caso in cui il paraboloide = fosse di rivoluzione, il 
luogo dei punti N si riduce ad un punto unico, posto sull’asse 
del paraboloide, nella concavità di questo, e distante dal ver- 
tice del paraboloide di una quantità uguale al parametro. 

I quadrati dei segmenti delle tre normali, ortogonali due 
a due fra loro, condotte al paraboloide elittico dal punto N 
della curva rappresentata dalle equazioni [5] individuato da 
un valore dato qualunque della variabile A, sono i valori di 
che soddisfanno l'equazione 


h+k hk 
PR 
“19 








UU + bei. 
L' 
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SUI 


QUADRILATERI SGHEMBI 


CIRCOSCRITTI AD UNA QUADRICA 


1. L'illustre Poncelet, nel suo trattato sulle proprietà prolet- 
tive delle figure, enuncia la seguente proposizione, che pare egli at- 
tribuisca a Brianchon (1): I punti di contatto di una quadrica 
co quattro lati di un quadrilatero sghembo qualunque ad essa 
circoscritto giacciono in uno stesso piano. 

Questa proposizione non è pienamente esatta: essa, infatti, 
significherebbe che il quarto lato di uno qualunque dei quadri- 
lateri sshembi circoscritti ad una quadrica, tre lati del quale 


(1) Riferirò il testo preciso di PoncELET: Traité des proprietes protectwes 
des figures, deuxième édition. Paris, 1865, tome premier, pag. 78. 

IONE), , sì tous les points de contact, moins un, des còtés d’un po- 
Iygone gauche quelconque, circonscrit à une surface du second ordre, étaient 
situés dans un mème plan, le dernier s'y trouverait nécessairement aussi, 
pourvu toutefois que la disposition des points soit telle, qu'il y en ait un 
nombre pair ou impair sur le prolongement des còtés, suivant que le poly- 
gone est lui-mème d’un ordre pair ou impair. Cette circonstance ayant 
lieu, en particulier, pour le cas d’un quadrilatère circonscrit è une surface 
de second ordre, il en résulte ce corollaire déjà connu (*): 

» Dans tout quadrilatàre gauche circonscrit è une surface du second 
ordre, les quatre points de contact sont dans un méme plan ». 

All’asterisco (*) corrisponde una nota a piè di pagina dicente : 

Memoire sur les lignes du second ordre, par C.-J. BRIANCHON, p. 14, note, 


* Bruno, 
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tocchino questa superficie in tre punti dati, deve toccare la su- 
perficie stessa in un punto della conica, secondo cui essa è tagliata 
dal piano passante pei tre punti dati. Ora io mi propongo di 
far vedere che, detti A, A', A" tre punti dati qualunque di una 
quadrica data S, perchè sieno possibili quadrilateri sghembi cir- 
coscritti a questa quadrica aventi tre lati, che la tocchino ri- 
spettivamente nei punti A, A’, A" suaccennati, non è necessario 
che il punto di contatto di S col quarto loro lato sia sulla co- 
nica e intersezione di S col piano A A'A", ma che il medesimo 
può anche essere un punto arbitrario di una qualunque di tre 
altre coniche @, 0', v ‘, sempre reali, generalmente distinte fra di 
loro, sezioni di S con tre piani, dei quali do la determinazione. 

2. Per due, A ed A, dei tre punti dati (fig 1°), e nei piani 
a ed&' tangenti ad S in questi punti, sieno condotte due rette 
arbitrarie @' ed a". I quadrilateri circoscritti ad S, che hanno 
le rette a' ed @' per due loro lati opposti, hanno, per altri due 
lati, due delle posizioni di una retta, la quale si muova in modo 
di incontrare sempre le rette «' ed «" e di essere sempre tan- 
gente alla quadrica S. 

Sia % una delle posizioni della retta mobile: sieno H', H" i 
punti in cui essa taglia rispettivamente le rette a' ed a”, e B 
il suo punto di contatto con S. Dicasi K' il punto, in cui a' è 
tagliata dal piano a", e G' il punto d’intersezione di @"” col 
piano «. 

Consideriamo la quadrica rigata £ luogo delle rette, che 
congiungono gli elementi corrispondenti delle due punteggiate omo- 
grafiche poste l’una sulla retta «' l’altra sulla @°, nelle quali 
ai punti H, K, A della prima corrispondono rispettivamente i 
punti H", A", G' della seconda. 

Le due generatrici rettilinee di X, che passano per A', sono 4 
ed A'G" che giacciono nel piano x': similmente le due gene- 
ratrici di Y, che si tagliano in A”, sono @" ed A'K' poste nel 
piano «". La quadrica X è dunque bitangente ad S, epperciò 
l’intersezione di S con X è il sistema di due coniche, i cui piani 
passano per la retta AA": e queste coniche si confondono in 
una sola perchè, se esse fossero distinte, qualunque generatrice 
rettilinea di XY, che non’ passi per A' o per A", dovrebbe ta- 
gliarle in due punti differenti fra loro, ossia dovrebbe tagliare $ 
in due punti distinti. Oxa fra le generatrici di £ che non pas- 
sano nè per A', nè per A' vi ha la retta D, la quale, per ipotesi, 
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è tangente ad S in B: la quadrica rigata 2 è dunque circoscritta 
ad S secondo la conica sezione di S col piano A'A"B. Ossia, mo- 
vendosi la dè in modo continuo, ed in guisa che in ogni sua posi- 
zione sempre si appoggi sulle rette a' ed « e sempre tocchi la 
quadrica S. il luogo dei punti di contatto di questa superficie 
colla retta mobile è la conica suddetta intersezione di S col 
piano AA" B. 

3. Dal punto H' di «', oltre la è, si può condurre un'altra 
retta, la quale incontri la «' e tocchi $, poichè da H' si pos- 
sono condurre due tangenti alla conica sezione di S col piano 
Ha'. Sia e questa seconda retta, e C il suo punto di contatto 
cod S: il ragionamento fatto nel numero precedente dimostrerà 
che se la retta c, restando sempre tangente ad S ed appoggian- 
dosi sempre alle due rette «' ed 4',si muoverà con moto con- 
tinuo, genererà una quadrica rigata 0 circoscritta ad S secondo 
una conica, il cui piano è A'A'C. 

E poi manifesto che, oltre le generatrici rettilinee delle qua- 
driche £ e 0, che sono di sistema contrario alle loro genera- 
trici comuni a’ ed 4", non vi hanno altre rette, che soddisfino 
alle condizioni di secare le a ed « e di essere tangenti ad S. 
K che, quindi, se un quadrilatero circoscritto ad S ha per due 
suoi lati opposti le rette a, a", i punti di contatto degli altri 
suoi due lati colla quadrica apparterranno all’ una od all'altra 
delle coniche sezioni di S coi piani A'A"B, A'A"C: e che vice- 
versa, se si scelgano due punti arbitrari M ed N tutti e due 
sopra una stessa, oppure l’uno sull’una Valtro sull’altra delle due 
coniche suddette, è sempre possibile un quadrilatero di cui @ 
ed 4 sieno due lati opposti, ed i cui altri due lati tocchino $, 
l’uno in M, l’altro in N. 

4. I piani A'A"B, A'A"C sono, in generale, distinti fra di 
loro, perchè essi sono armonici coniugati rispetto ai piani A'4, 
Aa'. Per dimostrarlo consideriamo il fascio dei quattro piani 
ora nominati: la sua sezione col piano Ha' è il fascio di raggi 
A"B, A"C, A"H' ed a". Ora nella conica, secondo cui il piano 
Ha" taglia la quadrica $, conica che è toccata in A” dalla 
retta a", il punto H' è il punto di concorso delle tangenti in B 
ed in C: epperciò il detto fascio di raggi è armonico. 

Ne segue che, quando i punti M ed N, di cui si è parlato 
nel numero precedente, appartengono l'uno al piano A'A'B, 
l’altro al piano A'A"C, i punti di contatto dei quattro lati del 
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quadrilatero circoscritto ad S, che è determinato dai detti punti 
M, Nedalle rette a' ed 4", non giacciono in uno stesso piano (1). 
5. Esaminiamo alcune circostanze particolari, che possono 
arrivare nel caso, in cui la quadrica $ sia rigata. 
1° Se una, a'. delle due rette date a'. @' sia una gene- 
ratrice rettilinea di S, il punto H' appartiene alla sezione fatta 
in S dal piano H'a' ed i due punti B e C si confondono fra 
loro e col punto H': i piani A'A'B ed A'A'C si riducono 
perciò tutti due al piano A"«, e quindi i punti, che abbiamo 
chiamato M ed N, sono posti, o sopra a’, o sulla generatrice ret- 
tilinea di S, che passa per A” ed è di sistema contrario ad a. 
2° Quando a ed a° sono generatrici rettilinee di $ ap- 
partenenti allo stesso sistema, i punti M ed'N sono pienamente 
indeterminati sulla $, poichè due generatrici rettilinee arbitrarie 
di questa superficie, le quali sieno di sistema contrario a quello 
delle a' ed a", formano con queste due rette ultime nominate 
un quadrilatero circoscritto alla quadrica. 
3° Le rette a’, a' sieno comunque condotte per i punti 
A' ed A" nei piani, che toccano S nei punti ora detti, ma questi 
punti A' ed A" sieno posti su d'una stessa generatrice rettilinea g 
della quadrica. I piani AA"B, A A'C passano per 9g, e se- 
cano S tutti due secondo questa generatrice 9g, ed inoltre 
ciascuno di essi secondo un’altra generatrice & o % di sistema 
diverso da quello della g. I punti in cui % e % incontrano la 9 
sono armonici coniugati rispetto ad A' ed A": ed i punti M, N 


(1) Se i punti M ed N giacciono in uno stesso dei due piani A'A"B, 
A'A"C, il punto di contatto colla quadrica è posto per ciascuno dei quattro 
lati del quadrilatero, o per due di essi lati, o per nessuno di essi, sul pro- 
lungamento del segmento compreso fra i vertici, che stanno sul lato con- 
siderato: se invece i punti M ed N sono collocati l’uno nell’uno, l’altro 
nell’altro dei piani A'A”B, A'A”C, i lati del quadrilatero, che toccano la 
quadrica in un punto del loro prolungamento, so:.0 sempre tre, oppure uno 
solo. 

A convincersene basta proiettare il quadrilatero, parallelamente alla 
congiungente i punti A', A”, sopra un piano qualunque. 

L'errore in cui è caduto il PonceLET nel dedurre la proposizione, che 
lo mi proposi di correggere, proviene dall’avere egli creduto (vedi nota alla 
pag. 3) che in nessun quadrilatero circoscritto ad una quadrica vi potesse 
essere un numero impari di lati, che toccassero la superficie in un punto 
del loro prolungamento. 
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possono allora essere presi arbitrariamente o tutti due sopra una 
medesima, oppure uno sull’ una l’altro sull’ altra di due qua- 
lunque delle tre rette 9g, % e %. 

Noteremo ancora che, qualunque sia la quadrica $, se le rette 
a eda sono poste in uno stesso piano, un quadrilatero circo- 
scritto ad S, del quale a' ed 4" sono due lati opposti, giace 
tutto nel piano di queste rette, epperciò questo piano conterrà 
necessariamente i punti M, N di contatto fra S e gli altri due 
lati del quadrilatero. 1 

6. Passiamo ora alla ricerca dei quadrilateri circoscritti ad 
una quadrica qualunque S, tre lati di ciascuno dei quali deb- 
bano toccare la S rispettivamente nei tre punti dati A, A”, A° 
di essa quadrica, ed alla determinazione del luogo dei pugni À, 
di contatto fra S ed il quarto lato di quei quadrilateri. 

Per A, nel piano © tangente in À ad S (fig. 2°), sia con- 
dotta una retta arbitraria a: sieno @', a' le congiungenti : punti 
A' ed A" rispettivamente coi punti, in cui 4 seca i piani « ed a 
tangenti ad S in A' ed A 

Supponiamo che a sia un primo lato del quadrilatero a co- 
strursi, e che si voglia che i lati di questo quadrilatero, che 
toccano S in A' ed A”, sieno opposti fra di loro. Questi due 
lati cadranno allora sulle rette a' ed 4", ed il quarto lato dovrà 
toccare S in un punto dell’una o dell’altra delle coniche sezioni 
fatte in S con due piani passanti per la retta AVA" ed armo- 
nici coniugati rispetto ai due piani, che si secano secondo questa 
retta A'A" e passano l’uno per a l'altro per a’. Uno di questi 
piani deve passare per A, ed è perciò pienamente determinato ; 
l’altro quindi sarà esso pure determinato e passerà pel punto E 
polo del piano A AA" rispetto ad S. 

Se adunque si dicano e e 9 le coniche sezioni di $ coi piani 
AA'A" ed EA'A", prendendo un punto arbitrario A, sopra 
una qualunque delle dette due coniche, si potrà costrurre un 
quadrilatero, di cui un lato cada sulla retta @, i due lati con- 
tigui ad @ tocchino S nei punti A' ed A", ed il quarto lato sia 
tangente alla quadrica in À,. 

7. Data la quadrica $, ed i suoi tre punti A, A', A", le 
coniche e e 9 sono pienamente determinate: queste coniche cioè 
non dipendono dalla direzione della retta a condotta nel piano « 
pel punto A. Vi ha dunque una infinità di quadrilateri cir- 
coscritti alla quadrica S, di ciascuno dei quali due lati opposti 
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toccano la detta quadrica nei punti dati A' ed A”, un terzo lato 
la tocca nel punto pure dato A, ed il quarto in un punto ar- 
bitrariamente scelto sopra una qualunque delle coniche e e . 

8. [quadrilateri determinati come or ora abbiamo detto non 
sono i soli, che risolvano la questione, che ci siamo proposto 
sul principio del n° 6, nè il sistema delle coniche e e © forma 
intero il luogo dei punti A,, perchè nella ricerca delle soluzioni, 
che abbiamo trovato, del problema supponemmo sempre che due 
determinati, A' ed A", dei tre punti dati dovessero essere punti 
di contatto di S con due lati opposti del quadrilatero. 

Ora manifestamente esistono, e si trovano con ragionamenti 
identici ai sovra esposti, altri quadrilateri circoscritti ad S, di 
cui due lati opposti a’ ed « oppure « ed 4' toccano $ nei punti 
dati A' ed A, oppure A ed A', ed un terzo lato tocca la qua- 
drica nel punto pure dato A' od A". Il punto di contatto di $ 
col quarto lato del quadrilatero, tanto nell’uno quanto nell’altro 
caso, potrà essere un punto qualunque della conica ; oppure, 
quando A" ed A sono punti di contatto di S con due lati op- 
posti del quadrilatero, il punto A, potrà prendersi arbitrariamente 
sulla conica o sezione di S col piano EA"A; e similmente, se 
due lati opposti del quadrilatero sono tangenti ad S in A ed A° 
il punto A, potrà essere un punto qualunque della conica o" 
sezione fatta in S dal piano EAA. 

Diremo dunque che dati tre punti qualunque A, A', A" sopra 
una quadrica conosciuta S, e determinato il polo E del piano 
AA'A' rispetto ad S, qualunque quadrilatero circoscritto alla 
quadrica data, tre lati del quale tocchino essa quadrica nei 
punti dati A, A' ed A”, ha il suo quarto lato tangente ad S in un 
punto, che appartiene ad una delle quattro coniche e, 9, @, @, 
secondo le quali la S è tagliata dai piani AA'A”, EA'A', 
EA"A, EAA. 

E viceversa, che, se sopra una qualunque delle quattro co- 
niche e, 9, 0, g sopra definite si prenda un punto arbitrario A, , 
è possibile un'infinità di quadrilateri aventi ciascuno i suoi quattro 
lati tangenti ad S rispettivamente nei punti A, A', A", A,. 

9. Riguardo a quest’ultima proposizione vi ha però una diffe- 
renza, che merita di essere notata, dal caso in cui il punto A, 
è preso sulla conica e, al caso in cui esso punto A, è scelto 
sopra una delle altre tre coniche 9, q', 0°. 

Quando A, appartiene alla conica e, uno qualunque dei tre 
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punti dati A, A', A" può essere punto di contatto di S col lato 
del quadrilatero opposto a quello che è tangente ad S in À,: 
quando invece A, è situato sopra 0, o @ 0 4, il lato del 
quadrilatero, che tocca S in A,, è opposto a quello, che è tan- 
gente alla quadrica rispettivamente in A, od A', od A. 

10. Le soluzioni esposte del problema sono sempre possibili, 
perchè esistono sempre le coniche &, 0, 0, g°. Queste coniche 
sono situate in piani generalmente distinti fra loro, epperciò esse. 
considerate per coppie, non hanno, in generale, più di due punti 
comuni. La e seca le 9, 9 e &' rispettivamente nelle coppie di 
punti A', A" A", A; A, A'. Le rette EA, EA, EA" poi es- 
sendo tangenti comuni alle coppie di coniche 0', 9"; 9", 9; 0, gp 
rispettivamente nei punti A, A, A, i due punti comuni a due 
qualunque delle tre coniche 9, 6' e 6° si confondono in un solo, 
che è uno dei punti dati A, A A° 

Vi hanno tuttavia casi speciali in cui le coniche e, 0, 9, 
sono indeterminate, o non distinte fra loro. Enumereremo questi 
casi ed accenneremo sommariamente, per ciascuno di essi, a che 
cosa si riduca il luogo dei punti A, : 

1° Se due dei tre punti dati coincidono fra loro, cioè se 
due lati dati del quadrilatero da costrursi debbono toccare la 
quadrica in un medesimo punto, il quadrilatero sarà possibile, 
qualunque punto di S si prende per punto di contatto fra $ 
ed il quarto lato del quadrilatero. 

2° Nel caso in cui S è rigata sghemba ed i punti A, A‘, A” 
appartengano ad una stessa generatrice rettilinea g della S, il qua- 
drilatero avrà tre, od almeno due, suoi lati disposti sulla 9, 
ed il quarto lato del medesimo sarà, generalmente, su d’una 
retta qualunque purchè tangente ad S in un punto di g: questa 
retta potendo essere una generatrice qualunque di S di sistema 
contrario a quello, cui appartiene la g, il punto À, potrà essere 
un punto qualunque di $. 

3° Quando, S essendo rigata sghemba, il piano dei tre 
punti dati è tangente alla quadrica in uno A di questi punti, 
ed, in conseguenza, gli altri due punti dati A' ed A" sono posti 
l’uno sull’una l’altro sull’altra delle generatrici rettilinee 9 ed È 
della superficie, che passano per A, il punto À, è un punto ar- 
bitrario di 9g o di È. 

4° Se il piano dei tre punti dati è tangente alla qua- 
drica in un punto differente da ciascuno di essi, due di questi 
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p. es. À' ed A" sono posti su d’una medesima generatrice ret- 
tilinea 9g di S ed il punto A, sarà un punto qualunque delle 
seguenti tre generatrici rettilinee della quadrica: la generatrice g, 
la generatrice /, di sistema contrario a quello di 9, che passa 
per A, e la generatrice pure di sistema opposto a quello, di cui 
fa parte la g, e secante questa g nel punto armonico coniugato 
del punto %g rispetto ai punti A' ed A". 

5° Nel caso in cui S sia un cono, il punto A, può es- 
sere preso arbitrariamente sulla quadrica, ossia, qualunque sieno 
quattro punti A, A‘, A", A, di un cono di secondo ordine, 
esiste sempre un quadrilatero avente i suoi quattro lati tangenti 
in essi punti alla superficie. Se infatti, si immaginano i piani 
tangenti in quei punti alla quadrica, ed i fasci di raggi giacenti 
nei detti piani, aventi 1 centri nei punti dati, e tali che il primo 
di essi sia prospettivo al secondo, il secondo al terzo ed il terzo 
al quarto, il primo e l’ultimo di questi fasci sono tagliati dalla 
retta intersezione dei loro piani secondo due punteggiate omo- 
grafiche fra di loro, un punto unito delle quali è il vertice del 
cono. Queste punteggiate hanno dunque ancora un altro punto 
unito reale, che determina un quadrilatero soddisfacente alle 
condizioni volute. 

Manifestamente la proposizione è pur vera nel caso in cui 
la quadrica S è cilindrica. 

11. Sia M un punto arbitrario della conica 0. Poichè i quattro 
punti A, A, A", ed M non sono in uno stesso piano, ed esiste 
un quadrilatero, i cui lati toccano S nei detti punti, i piani 
AMA’, AMA' sono (n° 6) reciproci fra di loro rispetto ad $. 
Da ciò risulta che il cono di second’ordine, che ha il vertice in A 
e per direttrice la gd, è il luogo delle intersezioni delle coppie 
di piani reciproci rispetto ad S, i due elementi di ciascuna delle 
quali passino l’uno per la retta A A', l’altro per la retta AA". 
Medesimamente le coniche %' e 0" sono le intersezioni di S coi 
due coni generati ciascuno da due coppie di fasci omografici di 
piani aventi per assi le rette A'A", A'A pel primo di essi coni, 
AA, AÒA' pel secondo, in ciascuna delle quali coppie di fasci 
ogni elemento dell’un fascio sia reciproco, rispetto ad S, dell’ele- 
mento corrispondente dell’altro. 

Se dunque P sia un punto reale comune ai tre coni ora 
nominati, i piani PA A", PA'A, PAA' sono due a due re- 
ciproci fra loro rispetto ad S, ossia questi piani sono tre facce 
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di un tetraedro coniugato della quadrica: e, detti I, I°, I i se- 
condi punti, nei quali S è incontrata rispettivamente dagli spi- 
goli PA, PA', PA" di quel tetraedro, i piani IA'A", IAA, 
T'AA passano pel polo E del piano AAA" rispetto ad $, 
cioè sono i piani delle coniche ®, 9‘, g. 

Viceversa quando si conosca un tetraedro coniugato di S, tre 
spigoli del quale concorrenti in uno stesso vertice P passino ri- 
spettivamente pei punti dati A, A, A' della quadrica, ritenuta 
la definizione poc'anzi data dei punti I, I°, I°, i piani IA'A”, 
TA"A, Ll'AA' sono quelli delle coniche @, 0’, o”. 

12. Cerchiamo se esistano, quanti siano, ed in qual modo 
si determinino punti come il P ora accennato, tali cioè che, da 
uno qualunque P di. essi tirando le rette (fig. 3°) PA, PA, 
PAÀ' ai tre punti dati della quadrica S, e su queste rette se- 
gnando rispettivamente i punti Q, Q', Q' reciproci di P rispetto 
ad S, il tetraedro PQQ'Q' sia coniugato della medesima S. 

Continuiamo a dire «, a', «" i piani tangenti ad $ nei punti 
A,A', A", e sieno 7, 4', 4h" le intersezioni delle coppie di piani 
a,a3a", a; @, a". Le rette 4, 4', 4", che hanno comune il punto E 
polo del piano AA'A" rispetto ad S, passano rispettivamente pei 
punti Q, Q, Q'; i piani RA, HA, L'A contengono, il primo 
di essi la retta AP, il secondo la retta A'P, il terzo la retta 
A"P, ed, in conseguenza, questi tre piani passano tutti per la 
retta PE, la quale è dunque nota, e noi chiameremo p. 

I punti come P, dovendo trovarsi su questa retta p e sul 
cono, che ha il punto A per vertice e la conica @ per direttrice, 
non saranno più di due: non esistono dunque più di due te- 
traedri coniugati di una quadrica S, aventi tre loro spigoli con- 
correnti in uno stesso vertice, i quali passino per tre punti dati 
sulla quadrica. 

I due punti P, comuni al detto cono Av ed alla retta p, 
sono le intersezioni di p colle generatrici di quel cono, che giac- 
ciono nel piano KA, ossia colle congiungenti il punto A ai punti. 
in cui S è tagliato dalla retta % intersezione del piano della 
conica g col piano RA: epperciò i due punti P saranno reali 
od immaginari, secondo che la retta % seca, o non seca, la co- 
nica 0 intersezione della quadrica S col piano hÀ. 

Dicasi O il punto in cui il piano hA taglia la retta AA": 
la retta % sarà la congiungente i punti E ed O. E siccome la 
retta 4 è polare reciproca rispetto ad S della retta AA", il 
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punto O è il polo della stessa retta % rispetto alla conica è: 
ossia le due rette % e % concorrenti in E sono due rette reci- 
proche rispetto a questa conica d. Ora le tangenti condotte da E 
alla è sono reali, perchè una di esse è la retta FA: quindi 
delle due rette % e % una seca è in due punti reali, l’altra 
in due punti immaginari. 

Condizione dunque necessaria e sufficiente perchè sieno reali 
i due punti P, ossia perchè esistano i due tetraedri coniugati 
della S, dei quali parliamo, è che la retta % (intersezione di 
due piani tangenti alla quadrica) non sechi la $, ossia che questa 
quadrica non sia rigata. 

13. È però sempre da ritenere che, anche nel caso in cui 
non esistano tetraedri coniugati di S, di cui tre spigoli non posti 
in una stessa faccia passino pei punti dati A, A', A". ossia che, 
anche quando S è una quadrica rigata, sempre esistono le co- 
niche s, ©, g, ©", epperciò sempre si possono costrurre quadri- 
lateri, in numero infinito, circoscritti ad S, ciascuno dei quali 


abbia tre suoi lati. che tocchino questa quadrica nei punti dati 
A, A, A' della medesima. 
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SULLE CONICHE 


CHE PASSANO PER TRE PUNTI DATI 


E TOCCANO DUE RETTE DATE 


1. Si «a che di coniche passanti per tre punti dati A, B, C 
e tangenti due rette date s,# ve ne hanno quattro: ed è nota 
una costruzione elegante , colla quale si determinano i punti di 
loro contatto colle rette s,#, e si riduce perciò il problema di 
tracciare una qualunque di esse al problema di segnare una co- 
nica, che passi per cinque punti dati. ® 

Io mi propongo di esporre un’altra costruzione delle coniche, 
di cui si tratta, dalla quale risultano alcune proposizioni relative 
alle coniche stesse, e particolarmente le seguenti: 

1° Le quattro coniche, che passano per tre punti dati A, B,C, 
e toccano due rette date s,#, sono tali che la congiungente il 
punto differente da A,B,C, che è comune a due qualunque di 
esse, col punto pur differente da A,B,C, che è comune alle altre 
due, passa per il punto I d’intersezione delle rette s, #. 
2° Le stesse quattro coniche sono tali che la congiungente 

il punto d’intersezione delle due tangenti diverse da s e da #, che 
sono comuni a due qualunque di esse coniche, col punto d’inter- 
sezione delle due tangenti pure diverse da s e da #, che sono 
comuni alle altre due di quelle coniche, passa per uno dei tre 
punti dati A,B_C. 

2. A tal fine premetto che il quadrangolo dei quattro punti 
comuni a due coniche qualunque ed il quadrilatero delle quattro 
tangenti comuni alle stesse coniche hanno un medesimo triangolo 
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diagonale (1): e che è pur vera la proposizione inversa, che, cioè, 
se un quadrangolo ed un quadrilatero hanno lo stesso triangolo 
diagonale, esistono due coniche, le quali sono, ad un tempo, cir- 
coscritte al quadrangolo ed iscritte nel quadrilatero, e queste sono 
le due coniche, che passano pei quattro vertici del quadrangolo 
e toccano un lato del quadrilatero, o toccano i quattro lati del 
quadrilatero e passano per uno dei vertici del quadrangolo. 

Segue da ciò che, se noi costrurremo un quadrangolo A BCD 
(ved. figura annessa) del quale i punti dati A,B,C sieno tre ver- 
tici, ed un quadrilatero s#wv, di cui le due rette date s,t sieno 
due lati, i quali abbiano lo stesso triangolo diagonale, due delle 
coniche passanti pei punti A, B,C e tangenti le rette s,t pas- 
seranno anche pel punto D e toccheranno anche le rette w,v: 
epperò noi sapremo costrurre queste due coniche, considerandole 
come le due, che passano pei punti A,B, C,D e toccano la retta s, 
oppure come le due, che toccano le rette s,t,u,v e passano pel 
punto À. 

Ora i vertici del triangolo PQR diagonale del quadrangolo 
ABCD giacciono uno su ciascuno dei tre lati cogniti AB, CA, 
BC di esso quadrangolo: sia P il vertice di detto triangolo, che 
è posto sopra AB, e gli altri due vertici Q ed R del medesimo 
sieno situati rispettivamente sopra CA e sopra BC. 

Similmente, i lafi del triangolo diagonale di un quadrilatero 
contengono ciascuno una coppia di vertici opposti di esso qua- 
drilatero: e poichè il quadrilatero stu, che vogliamo costrurre, 
ha anch'esso per suo triangolo diagonale il triangolo PQR, un 
lato, che supporremo sia PQ, di questo passerà pel vertice noto 
del detto quadrilatero, che è posto nell’intersezione I dei due lati 
dati s e # di questo quadrilatero. 

Le coppie di rette IA,ID; IB,IC;IP,IQ condotte da I 
alle coppie di vertici opposti del quadrilatero formato dalle rette 
AC, CD, DB, BA sono coniugate in involuzione fra loro. E sic- 
come IP coincide con IQ, come si è detto, la retta IQP è un 
raggio doppio di questa involuzione : l’altro raggio doppio dell’in- 
voluzione stessa è manifestamente IR, poichè IR è armonica con- 
iugata di IQP rispetto ad IB ed IC. 


(1) PonceLET, Traité des propri/tés des figures. Paris, 1865, tome premier, 
pag. 186-87. 
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Nel quadrilatero poi ##u V’angolo formato in I dai suoi lati 
s e # è diviso armonicamente dal lato IQP del suo triangolo 
diagonale, che passa per I, e dalla retta che congiunge I col ver- 
tice R di detto triangolo; cioè le rette s e £ formano una coppia di 
raggi coniugati dell’involuzione suddetta. E siccome questa coppia 
di raggi s.# è data, e sono pure dati i due raggi coniugati IB, 
IC, saranno determinati e si potranno costrurre i raggi doppi 
IQP.,IR di quell’involuzione, ed il raggio ID di essa che è con- 
lugato del raggio dato IA. 

I vertici del triangolo P QR saranno dunque conosciuti, perchè 
PeQ sono le intersezioni di uno, IQP, dei raggi doppi trovati 
colle rette AB, CA rispettivamente, ed R è l'intersezione dell’altro 
raggio doppio dell’involuzione colla retta BC. E finalmente sarà 
pure conosciuto il punto D intersezione del raggio ID poc’ anzi 
determinato con una qualunque delle rette AR, BQ, CP. 

Osservando in fine che due vertici opposti di un quadrilatero 
dividono armonicamente il lato del triangolo diagonale del quadri- 
latero, su cui sono situati, si avrà che il punto L armonico con- 
lugato di I rispetto ai punti P e Q è l'intersezione dei due lati 
non dati « e v del quadrilatero s#uv: e questi lati perciò sa- 
ranno le congiungenti il punto L ai punti, in cui la retta RQ, 
oppure la RP, è tagliata dalle rette s e #. 

3. Nella costruzione, che abbiamo ora fatto per determinare 
i punti I) e L, dopo aver trovato i raggi doppi ed il raggio coniu- 
gato di IA nell’involuzione individuata dalle coppie s,#; IB,IC 
di elementi coniugati, si è detto che il lato P Q del triangolo 
PQR è disposto sopra uno dei raggi doppi ora accennati. Ma, 
due essendo questi raggi doppi, se la costruzione, che si è fatta 
nel num. prec., assumendo che i vertici P, Q del triangolo PQR 
cadano sopra uno dei detti raggi doppi, venga ripetuta colla va- 
riante, per la quale due vertici del triangolo diagonale debbano 
trovarsi sull'altro raggio doppio, questi due vertici saranno le in- 
tersezioni P' e Q di IR con AB e CA rispettivamente, ed il 
terzo vertice R' di quel triangolo sarà il punto, in cui la retta 
BC è secata dalla IQP. 

Allora il quarto vertice D' del quadrangolo a costruirsi sarà 
la intersezione di ID con una qualunque delle rette AR, BQ', 
CP', ed i lati « e v del quadrilatero differenti da s e da # 
saranno la congiungente il punto comune a # e PR coll'inter- 
sezione di s con Q'R', e la congiungente il punto di concorso 
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di s con P'R a quello di concorso di # con Q'R'. Questi lati 
poi « e v' si tagliano nel punto L' della retta P'Q', che è ar- 
monico conjugato di I rispetto ai punti P' e Q. 

Frattanto giova notare che la congiungente i vertici non dati 
D e D' dei due quadrangoli ABC D, ABCD' passa pel punto I 
intersezione delle rette s e #: e che inoltre, a motivo che le di- 
visioni PQIL, P'QUIL' sono projettive, perchè entrambe sono ar- 
moniche, ed hanno una coppia di loro elementi corrispondenti so- 
vrapposti in I, la congiungente i punti L, L', che sono i vertici 
opposti ad I nei quadrilateri stuv, s#x #, passa per l’intersezione 
delle rette PP. QQ', la quale è uno, A, dei tre punti dati A, B,C. 

4. Oltre i due quadrangoli AB CD, A BC D', ne esistono altri 
quattro, ciascuno dei quali ha, come gli ora detti, i punti A, B, € 
per tre suoi vertici, ed il triangolo diagonale comune con un qua- 
drilatero, due lati del quale giacciono sulle rette s e f. In verità, 
se invece del fascio in involuzione, di centro I, che si è consi- 
derato nei due numeri precedenti, si fosse impiegato l’uno o l'altro 
dei due fasci in involuzione, che hanno ancora, tutti due, I per 
loro centro e le rette s e # per una coppia di loro elementi coniu- 
gati, ma dei quali una seconda coppia di raggi coniugati è il 
sistema delle due rette IA, IB, o quello delle due rette IC,IAÀ, 
ciascheduno di questi due fasci, con costruzioni e ragionamenti in 
tutto analoghi ai sovraesposti, avrebbe condotto a trovare un’altra 
coppia di quadrangoli ABC E, ABC E, od ABCF, ABCF, e cor- 
rispondentemente un’altra coppia di quadrilateri sfwx, stwx 
od styz, styz soddisfacenti alle condizioni imposte. 

La congiungente i vertici E ed E', od F e F' dei due qua- 
drangoli di ciascuna delle dette coppie passa quindi pel punto I, 
e similmente la congiungente i punti 7, wx passa pel punto 
dato C, e la congiungente i punti y 2, yz passa pel punto dato B. 

5, I ragionamenti istituiti provano che, in generale, vi hanno 
sei, e non più di sei, quadrangoli, che abbiano per tre loro vertici 
i punti dati A, B, C e lo stesso triangolo diagonale che un qua- 
drilatero, di cui due lati sono disposti secondo le rette date s e #: 
e provano inoltre che od i detti sei quadrangoli sono tutti reali, 
oppure sono reali due soli di essi ed immaginari gli altri quattro, 
per la ragione che, nel fascio di centro I, i raggi s e # o non sono 
separati dagli elementi di alcuna delle tre coppie di rette IA, IB; 
IC, IA; IB, IC, oppure sono separati dagli elementi di due di 
esse coppie; e non separati dagli elementi della terza rimanente. 
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Poichè, come si è detto nel 1° alinea del n° 2, ognuno dei 
quadrangoli suaccennati determina due coniche passanti pei punti 
A, B,C e tangenti alle rette s,#, parrebbe che, sei essendo, in 
generale, quei quadrangoli, dodici fossero le coniche soddisfacenti 
alle condizioni volute. Ma è facile il dimostrare che di tali co- 
niche , distinte fra loro, ve ne hanno solo quattro. Ed infatti, 
quattro coniche distinte, le quali abbiano tre punti e due tan- 
genti comuni, danno origine, colle loro intersezioni due a due, 
a sel quadrangoli distinti, che hanno comuni tre loro vertici, e 
di ciascuno dei quali il triangolo diagonale è lo stesso che quello 
di un quadrilatero avente per due suoi lati le due tangenti co- 
muni alle quattro coniche: e di tali quadrangoli fu dimostrato 
testè che non ve ne sono più di sei. 

Perciò, per costrurre le quattro coniche, che passano per A,B,C 
e toccano le rette s e #, basta ricorrere ad uno solo dei tre fasci 
in involuzione di centro I, dei quali si è parlato, a quello, p. es., 
che determina i quadrangolî ABCD, ABCD, poichè le quattro 
coniche reali od immaginarie, generalmente distinte fra loro, che 
toccano la retta s, e passano pei quattro vertici dell'uno, o del- 
l’altro di quei quadrangoli, sono quelle sole, che risolvono il 
problema. 

Tuttavia, se sì impiega ancora un secondo dei fasci in invo- 
luzione suaccennati, quello, p. es., che determina i quadrangoli 
ABCE, ABC KF'edi corrispondenti quadrilateri stwx, stw, 
sì avranno, per ognuna delle quattro coniche a descriversi, cinque 
punti e sei tangenti: cioè le quattro coniche domandate saranno 
rispettivamente circoscritte ai pentagoni ABCDE, ABCDE, 
ABCD'E, ABCD'E' ediscritte nelle figure di sei lati stuvwa, 
stuvwa, stuvwa, stuvwx. Servendosi anche del terzo dei 
suddetti fasci in involuzione, determinando cioè ancora i quadran- 
goli ABCF, ABCF' ed i corrispondenti quadrilateri sfy2, 
styz, si avrà per ognuna delle quattro coniche un sesto punto F 
od F' ed un’altra coppia y,z od y°, z di tangenti. E precisamente, 
quando si convenga che i punti D, E, F sieno tali, che le rette 
A D, BE, CF dividano rispettivamente i segmenti BC, CA, AB, 
ciascuno in due segmenti sottrattivi, il punto F e le due tangenti 
y e z apparterranno alle coniche circoscritte ai pentagoni ABCDE, 
ABCD'E,, ed il punto F' colle tangenti y' e #' apparterranno alle 
coniche circoscritte ai pentagoni A BCD'E, ABCDE. 

Da quanto fu esposto si ricava inoltre che le quattro coniche, 
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di cui si tratta, sono tutte reali quando ciascuno dei tre fasci 
in involuzione più volte nominati ha i suoi raggi doppi reali. Se 
questa circostanza non arriva, uno (uno solo) di essi fasci avrà an- 
cora reali 1 suoi raggi doppi, esisteranno ancora, come fu già avver- 
tito, due quadrangoli, che hanno ciascuno tre suoi vertici in À, 
Be Cedil triangolo diagonale comune con un quadrilatero for- 
mato sulle rette s e # come due suoi lati, ma non vi sarà alcuna 
conica reale, che soddisfi alle condizioni imposte. 

6. Quando un punto dato è un fuoco comune a più coniche, 
questo si può riguardare come il punto di concorso di due loro 
tangenti date comuni: epperò il metodo esposto precedentemente 
serve alla costruzione delle coniche, che hanno il punto dato I 
per un loro fuoco e passano pei tre punti dati A, B, C. Queste 
coniche sono quattro, sempre reali: e se sia D il punto diffe- 
rente da A, B, C, che è comune a due qualunque di esse, e D' il 
punto pur differente da A, B, C, che è comune alle altre due, 
la congiungente i punti D e D' passa pel fuoco comune I delle 
quattro coniche. Le stesse coniche, considerate due a due, hanno 
comuni, oltre le tangenti immaginarie condotte pel loro fuoco I, 
due tangenti, esse pure immaginarie, ma concorrenti in un punto 
reale : se dicasi L questo punto di concorso relativo a due qua- 
lunque delle quattro coniche ed L' il punto analogo relativo alle 
altre due, la congiungente L con L' passa per uno dei tre punti 
dati A, B, C. 

7. È poi manifesto che le proposizioni dimostrate e le co- 
struzioni eseguite hanno le loro correlative riflettenti le coniche, 
che passano per due punti dati e toccano tre rette date. 
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In una-Memoria di Chasles, stampata sul finire dell’anno 1899, 
è dimostrato che le generatrici rettilinee, di uno stesso sistema, 
di una quadrica rigata secano due coniche qualunque tracciate 
su di essa quadrica in due serie di punti omografiche fra di 
loro (4). 

Nella maggior parte dei Trattati, in cui si espone la teoria delle 
quadriche, non si trova la proposizione testè accennata, ma solo 
vi si considera il caso particolare di essa, che si ha quando ciascuna 
delle due coniche descritte sulla quadrica si riduce al sistema di 
due'rette: quantunque con tale restrizione nè si faciliti, nè sen- 
sibilmente si abbrevii la dimostrazione del teorema. 


(1) Il signor E. di Jonquieres, circa la stessa data, ha pubblicato, 
dimostrandola mediante considerazioni di Cinematica, la proposizione 
seguente, la quale è manifestamente un caso particolare di quella di 
Chasles sopra riferita: Je generatrici rettilinee, di uno stesso sistema, 
di un iperboloide rigato sieno distribuite per coppie &,, ky"; ka, ky; 
k,, ky ;..... e dicansi rispettivamente M,, M;'; M,, My; M,, M;';..... le 
loro tracce sopra un piano dato K, ed N, N;'j Na, Ny'; Ny, N"... le 
loro tracce sopra un altro piano v: se la distribuzione delle generatrici 
in coppie è stata fatta in modo che le rette M; M;', M, My’, M, M,.... 
sieno raggi d’uno stesso fascio,-anche le rette N, N, Na N, N, N, 
sono raggi di uno stesso fascio, qualunque sia il piano ”, 
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Mi è parso tuttavia che la suaccennata proposizione più ampia 
dello Chasles fosse suscettibile di utili applicazioni, segnatamente 
a semplificare le ‘costruzioni di Geometria descrittiva, che occor- 
rono nella risoluzione di alcuni problemi sulle quadriche, e mi 
propongo di ciò far vedere prendendo ad esempio la questione: 
trovare i punti U e V, in cui una retta data % seca la quadrica 
definita da tre sue generatrici rettilinee date 9,, 92) 93 appar- 
tenenti ad uno stesso sistema. | 

Come è noto, il procedimento Guarire usato per risolvere 
tale problema consiste nel fissare dapprima sopra una, g, p. es., 
delle tre rette date g,, 9,, gs tre punti arbitrari M,, N,, P,: nel 
condurre poi i piani M, 4, N, 4, P, ke trovare i punti M,, N,, P, 
d’incontro di questi piani colla retta g,, ed i punti M,, N,, P., 
intersezioni dei piani stessi colla retta g,; nel tirare in seguito 
le rette M,M,, N, N,, P,P.; MM, N N,, P, P, e segnare i punti 
Xi, Ya, Zi; X, Y., Z,, nei quali queste rette rispettivamente ta- 
gliano la retta %: i punti cercati U e V sono allora gli elementi 
uniti delle due punteggiate omografiche sovrapposte, delle quali 
Xx, X3; Ya, Y3; Z,, Z; sono tre coppie di elementi corrispondenti. 

Ma il problema proposto può anche risolversi in quest altro 
modo: si conducano per la retta 4 due piani arbitrari « e f: 
si trovino le intersezioni I,, I,, I, del piano « colle rette 9,, 9,, 93, 
e lesintersezioni L,, L,, L. di queste stesse tre rette 9,, 9,, 93 col 
piano 8: tirate le rette I, I, LI, LL; LL, LaL, LL, si 
segnino i punti B,, B,, B,; A:, A,, A,, rispettive intersezioni di 
queste sei ‘rette ‘colla retta 4: i punti U e V, che si cercano, 
sono gli elementi uniti delle’ due punteggiate omografiche sovrap- 
poste definite dalle tre coppie A,, B;; A,, B,; A., B, di loro ele- 
menti corrispondenti. 

Infatti, pel teorema di Chasles enunciato sul principio di questo 
scritto, le generatrici rettilinee della quadrica, del sistema 
delle g,, 92, 9:, determinano sui piani « e £ due serie di punti 
omografiche fra di loro. Ai punti I,, I, I; di quella di queste 
serie, che giace nel piano a, corrispondono nell’altra serie i 
punti L,, L,, L; rispettivamente: inoltre, la generatrice rettilinea 
della quadrica, del sistema suddetto, che passa per uno qualunque 
dei punti cercati U e V, incontra in esso punto tanto il piano « 
quanto il piano 8, epperò U e V sono elementi uniti delle due 
serie omografiche di punti considerate. La retta UV, ossia la retta 
data 4, è dunque una retta unita nei due sistemi piani omo- 
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grafici T, I, I... UV, L, L, L,... UV; le coppie I, I,, LL; 1,1, L3L; 
I,I, LL; di rette corrispondenti di questi sistemi piani omo- 
grafici determinano sulla retta unita % le coppie di elementi cor- 
rispondenti B,, A;; B,; As; B,, A, delle due punteggiate omo- 
grafiche, secondo le quali questa retta % seca quei due sistemi, 
ed i punti uniti di tali punteggiate omografiche sono perciò punti 
uniti dei detti sistemi, ossia sono i cercati punti U e V. 

Ora è facile di vedere che per costrurre i punti, che abbiamo 
chiamato A,, A,, A;; B,, B,, B,, basta, in generale, condurre un 
numero di rette notevolmente minore di quello che è necessario 
lirarne per costrurre i punti, che denotammo colle lettere X,, Y,, Z,; 
X., Ya, Za, sia nel caso, in cui la rappresentazione della figura 
sia fatta in proiezione centrale, che nel caso, in cui questa rap- 
presentazione sia fatta col metodo di Monge. Anzi, in quest’ultimo 
caso, prendendo, come generalmente si può fare, per piani a e f, 
i piani, che proiettano la retta % rispettivamente sui piani oriz- 
zontale e verticale di proiezione, la costruzione si semplifica mag- 
giormente e si riduce a quella, che è, in modo compiuto, rap- 
presentata nella figura «annessa. 
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SOPRA UN PUNTO 


DELLA 


TEORIA DELLE FRAZIONI CONTINUE 


Lagrange, nelle sue addizioni all’algebra d’Eulero, trattando 
delle frazioni continue, dopo di aver dato il modo di formare 
due serie, una di frazioni di valor crescente, tutte minori di 
una frazione data e convergenti verso di essa, l’altra di frazioni 
di valor decrescente, tutte maggiori della stessa frazione data e 
convergenti pure verso di essa, serie entrambe composte di fra- 
zioni principali e di frazioni intermediarie della frazione con- 
tinua, in cui può svelgersi la frazione data, e dopo di avere 
dimostrato che ciascuna delle frazioni di una determinata di 
quelle due serie si accosta al valore della frazione data più di 
qualunque frazione espressa in termini più semplici, la quale 
differisca da essa frazione data nello stesso senso, in cui ne dif- 
feriscono le frazioni della serie considerata, soggiunge : 

« Au reste il peut arriver qu’ une des fractions interme- 
diaires d'une série n’approche pas si près de la fraction donnée 
qu’ une des fractions de l’autve série, quoique congue en termes 
moins simples que celle-ci; c est pourquoi, etc. ». 

L’asserzione contenuta in queste parole del Lagrange è vera; 
ma essa si può rendere più determinata aggiungendo che, fra 
le frazioni dell’altra serie, non ve n’ ha che una sola, la quale 
possa essere espressa in termini più semplici, ed essere, ad un 
tempo, più prossima alla frazione continua data della dnzerme- 
diaria considerata nella prima serie, e che quella sola frazione 
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è la principale, compresa fra le due principali, che nella 
prima serie sono più prossime, l’una da una parte l’altra dal- 
l’altra, alla detta intermediaria. 

Anzi è vera la seguente proposizione più generale : 

Una frazione intermediaria compresa fra le due frazioni 
principali d’ordine è ed i+ 2 di una frazione continua si ac- 
costa a questa frazione continua più di qualsivoglia frazione 
espressa in termini più semplici, ad eccezione solo, e solo in 
alcuni casi, della frazione principale d'ordine dé +1. 


Di questa proposizione io do la dimostrazione nella presente 
Nota. 


Sia x, la frazione continua: a, il suo #°*”° quoziente incom- 
L » esimo - P, * esima 
pleto, x; il suo % quoziente completo, — la sua % fra- 


zione principale. Cosicchè sia: 
pd ’ Q,=0 3 ia, (AR Lj 
e, per ogni valore di è intero e positivo, 


Prg Probe Pa di Bg V; ; 


Pi 41%; 4,4 PI 
Query + Qi 1 


= 


Detto X un intero qualunque, positivo, non nullo e minore 
di a; ,,, ® fatto 


eboWbira: S= Qi K+Q:; 


sarà 7 un intermediaria qualunque della frazione continua x, 
i 


° . . e . P Pi 2 
compresa fra le due frazioni principali —', —*, 
Q; Qira 


di dimostrare che se A e B sono due interi tali che la fra- 


KE si tratta 





ì È 5 . a v . 

zione — sla più prossima ad «, della frazione —, e non sia 
Db Y 

tO cp 

NEED ur 


DR 
Red $S. 





, 1 numeri 4 e B sono rispettivamente maggiori di 
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A 
Come dicemmo, se gi scosta da x, nello stesso senso, 


i È sa 
in cui se ne scosta —, la proposizione fu dimostrata da La- 


(vd: 
D 


grange nelle succitate sue addizioni all’algebra d’Eulero: anzi, 


5A A 
ivi è anche dimostrato che, se il valore di BÈ compreso fra 





Pu 
quello di ci e quello di —"', è ancora A>R e B>S, co- 


i+I 


sicchè la proposizione è pure dimostrata nel caso in cui la 57 


differisce da %, in senso contrario a quello in cui ne differisce la 


da, ì 
i, prossima ad «,. 





A TIE 

, purchè — sia, più di 
b i+t1 

Pertanto resta solo a provare la verità della proposizione nel 


k 
S 


di Pity _ 
caso, in cui il valore della —©' sia compreso fra quello di x, 
A pepi 
e quello di + . 
Ù B 
Per fare questa dimostrazione osservo che la quantità, che 
si scosta da x, di una quantità uguale e di segno contrario a 


R 
—, e che 


S 


sora SE È ; 
quella, di cui si scosta la S dalla stessa x,, è 24, — 
n ; A Ma ! 
perciò, la frazione P differendo (in senso contrario) da x, meno 


1 9 A E Mr: 
di quanto ne differisca — , la frazione 7 è compresa fra x, @ 


gq 
D 
E 
2% 


S 
Pr Vi; A E 
La diff ——-({(2x —-| fra -= — — 7 
a differenza 7 ( x, 3 ra B e 2%, g sarà 
dunque positiva, o negativa, secondochè % è pari, od impari: 


cioè si avrà 
al R 
pa) 


Ma si ha pure 
da Bi 
(-1'(25-272)>o, 


Ui+1/ 
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epperciò, sommando, membro a membro, queste due inegua- 
glianze, 
Cl e 
(i S Qi Li 
ossia 


A: PI 


1 
Poen ZA 


vs Eta = 


Il primo termine del primo membro di quest’ultima inegua- 








A P 
(] . . » i 
glianza, per le ipotesi fatte che — non sia uguale a ——, 
B Q. 
: Citi 
° i-LI . - R 6 
che inoltre 7 — sia compreso fra x, ed pr ò negativo e non 
1 ) 
i+1 
nullo: e quindi, rappresentando con / un intero positivo, uguale 
i ) I — I 
o superiore all'unità, esso primo termine varrà ——.. 
II 
L’ineguaglianza precedente può dunque scriversi così: 
1 I 
___ ——>)0, 
Qi, S Qi: B 
e trarsene quest'altra : 
B>IS, 


ed, in conseguenza, anche 
BEE 
come si voleva dimostrare. 
Operando, in modo analogo, sulle frazioni reciproche di , 


Al TE ari 
e di — , si troverebbe similmente 
SD 


A=> Rx 
Fu, nell’enunciato della proposizione; fatta eccezione pel 
; ; J P,. 
caso, in cui sia — = —"*; ed invero la frazione --—, sebbene 
Qi Qi 


abbia i suoi termini più semplici di quelli della frazione To 


Y 
4 


può approssimarsi, più di questa entermediaria, alla x,, perchè, 
onde ciò avvenga, basta che si abbia 


(1) (7 Lo ta) >(—1) (1 ne ) 


ULI 
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ossia 
Pia TE. mt (Fia ] SIA Più 
1) (Pet Piet k PA ap(Fieto 
Qi K4 Qi Q;4,% Wi CAp0g \Qiù Cigat Vi DR 
od ancora 
RR aa 


) 


Q; +1 K "n (98 i SAT) L+1 
ora quest’ultima ineguaglianza si può trasformare nella seguente 


Cibi MAI 
IRA 


6a 





’ 


alla quale esistono valori di X che soddisfano, sempre quando 
sia 4;,,, uguale o superiore a 3, e talvolta anche quando sia 
APT 


